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Trước đây tôi có dịch và viết hưởng dẫn học tập cho 
quyền Hinh học cao cấp (phần cơ sở hình học) của N.V. 
Ephimổốp. Quyền sách đó eó nhiều ưu điểm nhưng không 
thích hợp lắm với hoàn cảnh của ta hiện nay. Nguyên đo vị 
trong các trường Đại học Liên xô môn cơ sở hình học thưởng 
đạy ở năm thứ tư khi trình độ tiếp thu của sinh viên tương 
đối đã khá. Trước đây lúc hạn học của trường Đại học Sư 
phạm còn là ba nắm và môn cơ sở hình học ở năm thứ ba 
thì việc đùng một tài liệu như quyên sách của NÑ.V. Êphimốp 
còn tương đối được. Nhưng nay, do nhu cầu cấp bách đào 
tạo giáo viên sớm ra phục vụ, hạn học của trường tạm rút 
xuống hai năm, mà môn cơ sở hình học thì không thê bổ được, 
vì nó là một môn đề cao nhưng rất thiết thực cho việc giảng 
dạy ở phô thông, việc đùng một tài liệu như vậy không được 
thiịch hợp lắm. Thực tế là trong mấy nắm nay, giảng môn 
này cho sinh viên, cứ mỗi lần rút kinh nghiệm là chúng tôi 
lại phải hạ yêu cầu đi một ít. Đó là nói vẻ sinh viên học ở 
trường, có thầy giảng trên lớp, có thầy đến giúp đỡ lúc tự 
học. Đối với sinh viên hàm thụ thì lại còn khó khắn hơn. 
Trước tình hình đó, tôi thấy cần phải viết một quyền «cơ 
sở hình học» làm sao thề hiện được khẩu hiệu «giản mà 
tinh» mà nhà trường đã đề ra đề thực hiện chủ trương rút 
ngắn thời hạn học. Vẫn đề là làm thế nào có một giáo trình 
sát hợp với điều kiện thì giờ và trình độ sinh viên ta trong 
giai đoạn hiện nay nhưng vẫn bảo đảm được những yêu cầu 
chính của một giáo trình cơ sở hình học trong một trường 
Đại học chính quy, hiện đại. 

Tôi đã thực hiện điều đó như sau : 

— Ở chương II nói về hệ tiên đề của hình học Ơclit tôi 
chỉ lọe ra một số ít định lý mà chứng minh có thể tiêu biều 
cho yêu cầu chính xác đối với phương pháp tiên đề. Tôi nghĩ 
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rằng không cần trình bày nhiền định lý vì nội dung của chúng 
không có øì mới lạ mà cái mới lạ ở đây là phương phát, 
Một vài định lý trình bày có chứng minh chặt chẽ cũng dũ 
cho người đọc thấy rö được chứng mình hoàn toàn bằng suy 
diễn lôgic: từ hệ tiên đẻ mà ra, không mấy may viện đến trực 
giác là thể nào, Hiêng đổi với lý thuyết phép đo đoạn thẳng, 
vì nó là cơ sở cho việc đưa các số vào trong hình học nên. 
được trình bày cặn kể. Một điều khó khăn ở đây là chỉ trình 
bày có 1t định lý như vậy thì làm thế nào mà bảo đẩm hộ 
thống lôgic. Tôi đã cố gắng chọn các định lý sao cho đạt 
được yêu cầu đó; tuy không được một trắm phần trăm nhưng 
cũng không đề nhiều lỗ hồng trong chuỗi các mắt xích lôgiíc.. 

Qua kinh nghiệm giẳng đạy tôi thấy nên đưa các mô hình 
vào sớm, nên đã đưa ngay bốn mô hình của hệ tiên đồ Hinbe 
vào cuối chương II, không chờ đến lúc chúng minh sự phi 
mâu thuẫn của hệ đó. Tuy nhiên vì sợ nặng nẻ và làm cho 
chương II quá đài nên chỉ công nhận mà không chứng mini 
rằng các mô hình đó nghiệm hệ tiên đề Hinbe. Yêu cầu ở đây 
chỉ là làm cho người đọc sớm củng cố được thế nào là hình 
học trừu tượng, thế nào là mô hình, tại sao lại không được 
dựa vào trực giác v.v... Có chứng minh (thì cũng có lợi vì 
trong lúe chứng minh đòi hồi phẩi phát biều rất đúng các 
tiên đồ, như không được lẫn lộn AB với BA, AB“=A'B' với 
A'B' = AB v.v. Cái lợi đó tôi đồ gianh đến mô hình Poắng- 
Cuyê, „ 

— Ở chương III nói về hệ tiên đề của hình học Lôbasepkt 
cũng với tỉnh thần như ở chương II tôi chỉ trình lày chặt 
chẽ phần lý thuyết về đường song song đủ đồ cho độc giả 
thấy rằng có thề xây đựng hình học Lôbasepki từ hệ tiên đề 
của nó mà đi bằng suy điễn lôgíc. Nhiều kiến thức khác của 
hình học Lôbatepki thì sau đó mới tìm ra nhờ mô hình 
Đoángoarê. 

— Mục đích chính của chương V là làm thế nio nêu rõ 
được ba vấn đề cơ bẫn của tiên đề học và phương pháp đề 
giải quyết các vấn đề đó, còn việc xét các vấn đề ấy đối vói 
từng hệ tiên đề và từng tiên đề đã biết thì làm được đến đâu 
hay đến đó nên đổi với vấn đề độc lập tôi chỉ xét có hai tiên 
đề IV, 2 và V. 

Đó là «giản» còn «tinh» là ở chỗ tôi đã không ngại dài 
đòng mà đi vào ý nghĩa, thực chất của các vẫn đề, các định lý, 


4 


ví dự như ý nghĩa của định lý về việc đường thẳng chia 
mặt phẳng ra làm hai miền. Thêm nữa tôi có đồ ra 43 câu 
hồi và bài tập đồ giúp độc giả đào sâu các vấn đà. 

Cuối sách có phần phụ lục về lý thuyết điện tích trong 
hình học Ociít. Phần này cần thiết cho việc giảng dạy «điện 
lịch» ở trường phô thòng. Đáng lề phải đồ nó ở cuối chương 
It nhưng sợ chương này kéo quả đài mà tầm lý người học cơ 
sở hình học thì hay mong cho chóng đến hình học phí Ơclit. 
Còn lý thuyết điện tích trong hình học Lôbasepki thì không 
trình bày mà chỉ đùnz tính tích phân đồ tìm ra công thức 
mà thôi. 

Một đặc điềm của chế độ ta là trong hàng ngũ sinh viên 
chính quy cũng như hàm thụ có nhiều cán bộ đã bổ học lâu 
nắm đi học lại nên quên nhiều kiến thức cũ. Thực tế đã có 
đöng chí hàm thụ vấp vấp trong lúc học môn này chỉ vÌ quên 
không hiều tại sao khi quay một góc a thì lại nhân với e*A 
hay quên vẻ phép nghịch đảo. Vi vậy trong cuốn sách này 
tôi cũnz khòng ngại đài đòng mà trình bày hơi tỈ mÏ về những 
kiến thức phụ. Ùö có thẻ đọc hiều cuốn sách này chỉ cần ôn 
lại các phép tính về phức số, các hàm số hypebôlie và quan 
hệ giữa chúng với các hàm lượng giác, các chùm vòng tròn 
liên hợp, tích phân đường và tích phân hai lớp. 

Quyền sách này đáng lẽ còn ít lâu nữa mới viết xong nhưng 
Nhà xuất bản Giáo dục cho biết là cần gấp nên tranh thủ 
hoàn thành sớm. Chắc rẵng nó còn nhiều thiếu sót. Rất mong 
nó sẽ được nhiều ý kiến xây đựng của độc giả, 


NGUYÊN CẢNH TOÀN 


CHƯƠNG †ï 
SƠ LƯỢC LỊCH SỬ NGHIÊN CỬU 
CƠ SỞ HỈNH HỌC 


ï — TÁC PHẦM CỦA ƠCLÍT 


§ 1. Từ trước đến nay khi nỏi đến một danh từ hình 
học thì ta đều hình đung ra một hình ảnh cụ thê đi kèm. 
Vi dụ nói đến « điềm › thì ta hình dung ra một hạt bụi, 
nói đến «đường thẳng » thì (a hình dung ra một sợi 
dây mảnh căng thẳng, nỏi đến «hình hộp chữ nhật » 
thì ta nghĩ tới bao diêm. Như thế là vì đối với chúng 
ta, từ trước tới nay, bình học là khoa học nghiên cứu 
về hình thù, kích thước, vị trí của các vật thể. Nó cở 
thể xem là một ngành của « vật lý » vì nó được phân 
công nghiên cứu những tính chất nhất định (mà ta 
thường gọi là tính chất «hình học »} của vật chất. Hình 
học hiểu như vậy ta tạm gọi là & hình học oội lý ». Mỗi 
tính chất nêu ra trong hình học vật lý đều có thê, đến 
một mức độ chính xác nào đó, kiểm chứng lại bằng 
thí nghiệm. Ví dụ: Muốn kiềm chứng xem thê tích của 
khối chóp có đúng bằng diện tích đáy nhân với một 
phần ba bề cao không, ta có thể làm thí nghiệm như 
sau : lấy một thùng hình chóp và một thùng hình trụ 
cùng đáy và cùng bề cao rồi đồ ba thùng hình chóp đầy 
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nước vào trong thùng hình trụ để xem thùng này có 
vừa đầy không. 

Nhưng trong hình học còn có một khía cạnh đáng 
chủ ý, đó là lý luận toán học tức là suy diễn lògic ở 
trong đó. Đề nghiên cứu suy diễn lôgie trong hình học 
ta chú ý rằng nhiều khi đối tượng lý luận khác nhau 
mà nội dung lý luận lại như nhau. V{ dụ: từ «qua hai 
điềm khác nhau thì có một đường thẳng và chỉ một 
thôi », ta suy ra: « Hai đường thẳng khác nhau có nhiều 
nhất là một điềm chung » bằng lý luận sau đây : c Nếu 
chúng có đến hai điềm chung thì như vậy là qua bai 
điêm đó có đến hai đường thẳng khác nhau, điều này 
mâu thuẫn với tính chất nêu ra ở trên»; từ: «qua hai 
cặp điềm xuyên tâm đối.khác nhau trên một mặt cầu thì 
có một vòng tròn lớn đi qua và chỉ một thôi », ta suy 
ra: «hai vòng tròn lớn khác nhau trên một mặt cầu có 
nhiều nhất là một cặp điểm xuyên tâm đối chung 2 
bằng lý luận sau đây : ‹ nếu chúng có đến hai cặp điềm 
xuyên tâm đối chung thì như vậy là qua hai cặp điềm 
đó cỏ đến hai vòng tròn lớn khác nhau, điều này mâu 
thuẫn với tỉnh chất nêu ra ở trên ». Ta thấy rằng lý luận 
quả là như nhau, chỉ có đối tượng lý luận là khác một 
bên là « điểm » và « đường thẳng » một bên là « cặp điềm 
xuyên tâm đối › và «vòng tròn lớn » trên một mặt cầu. 

Môn học chuyên nghiên cứu về cấu trúc lôgie của lý 
luận toán học trong hình học gọi là cơ sở lôgic của hình 
học hay vắn tắt là « cơ sở hình học ›. Trong cơ sở hình 
học người ta không quan tâm đến nội dung cụ thể các 
đối tượng nghiên cửu mà chỉ quan tâm đến eải lôgic 
trong suy diễn thôi. Ví dụ, khi nói đến « điềm » « đường 
thẳng » thì không còn hình dung ra hạt bụi hay sợi dây 
mảnh căng thẳng nữa, vì như thí dụ ở trên đã chỉ rồ, 
cùng một lý luận như nhau mà đem áp dụng được vào 
những đối tượng cụ thể khác nhau. 


§2. Chỉ với lý luận không thôi thì không xây dựng 
được gì cả. Trước hết phải có « đối tượng » cho lý luận 
đó. Các đối tượng đó chính là các khải niệm toán học 
mà các định nghĩa cho biết. Nhưng ta không thể định 
nghĩa hết tất cả các khái niệm, Muốn định nghĩa một 
khái niệm mới thì phải dựa vào những khái niệm đã 
định nghĩa trước, ví đụ, muốn định nghĩa chình bình 
hành › thì phải đựa vào các khái niệm « tứ giác 9, «đường 
thẳng song song» đã được định nghĩa trước. Cứ như 
vậy mà đi ngược lên thì mãi không cùng. Bởi vậy 
một điều không thể tránh được là thể nào cũng phải 
có những khái niệm đầu tiên không định nghĩa gọi là 
các « khái niệm cơ bản». Ví dụ, trong hình bọc người 
ta thường hay chọn «điểm », «đường thẳng», «mặt 
phẳng » v.v... làm khái niệm cơ bản, nhưng cũng cỏ 
thề chọn khác đi, chẳng hạn, «điềm », «(véc tơ » V.v,.. 
Nhưng chỉ có các khái niệm cơ bẵn thôi thì chưa đủ ˆ 
vì các khải niệm đó không được định nghĩa, mò tả 
gì hết, nên suy diễn lôgic của chủng ta không thề 
rút ra được tính chất gì của chúng cả; muốn chứng 
mỉnh một tính chất mới nào thì phải dựa lên những 
tính chất đã được chứng mỉnh trước và muốn chứng 
minh các tính chất trước này thì lại phải dựa lên những 
tính chất đã được chứng mình trước nữa, cứ thế mà 
đi ngược lên mãi thì không bao giờ cho cùng; bởi 
vày, một điều khác cũng khòng thê tránh khỏi là phải 
có một số tỉnh chất của các khải niệm cơ bản mà (ta 
công nhận, không chứng mỉnh. Các mệnh đề toán học 
phát biêu lên những tính chất còng nhận đỏ gọi là các 
tiên đề. Còn các mệnh đề phát biều lên các tính chất 
chứng mình được gọi là các định !/. Như vậy, tuy ta 
không định nghĩa, mô tả các khải niệm cơ bản, nhưng 
một số tính chất của chúng được nêu ra trong các 
tiên đồ. 
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Tóm lại, phải có « bột mới gội nên hồ». Bột ở đây 
tức là các khải niệm cơ bản và các tiên đề. Đó là xuất 
phát điềm đề cho suy điễn lògïic của chúng ta « gột nên 
lồ » tức là xây dựng nên một bộ môn toán học nào đó. 

Sau này ta sẽ thấy rằng có nhiều hình học khác nhau, 
q Cơ sở hình học » đặt vấn đề như sau đối với mỗi hình 
học: trên cơ sở một số tối thiều « khái niệm cơ bản » 
xà một số tối thiều «tiên đề », hãy dùng suy diễn lôgic 
(không được máy may dùng đến trực giác) đề xây dựng 
hình học đó. Về sau ta sẽ còn trở lại vấn đề này một 
cách cụ thê và cbinh xác hơn. 

§3. Đối với hình học vật lý tức là hình học thông 
thường mà ta đã biết từ trước đến nay, thì người đầu 
tiên trong lịch sử đặt vấn đề dùng suy điễn lògïc mà 
xây dựng nó từ một số tiên đề là ông Octit (330 — 276 
trước kỷ nguyên) với tác phầm «Nguyên lý ». Tác phầm 
này gồm 13 chương, gom góp nhiều kiến thức toán học 
của người Hy lạp thời bấy giờ, nhưng điều quan trọng 
là Ơclit đã sắp đặt các kiến thức đó thành hệ thống 
suy diễn lôgic tương đối chặt chẽ. 

Mỗi chương của tác phầm « Nguyên lý » bất đầu bằng 
những định nghĩa các khải niệm sẽ gặp trong chương. 
Sau đây là hai định nghĩa (trong số 23 định nghĩa) ở 
đầu chương thứ nhất : 

— Điềm là cái gì không có thành phần. 

— Đường là cái gì không có bề dài mà không cỏ bề 
rộng. 

Sau các định nghĩa thì đến các « định đề » và các tiên 
đề tức là các mệnh đề công nhận mà không chứng 
minh. Sau đây là một số định đề và tiên đề trong tác 
phẩm « Nguyên lý »: 


ĐỊNH ĐỀ * 


— Có thể đựng một đường thẳng nối một điềm này 
với một điềm khác. | 

— Tất cả các góc vuông đều bằng nhau. 

— Nếu bai đường thẳng đã cho tạo với một cát tuyến 
hai góc trong cùng phía có tông nhỏ hơn hai vuông thì 
chủng phải cắt nhau về phía hai góc trong nói trên. 

Sau này ta sẽ thấy rằng định đề cuối cùng nêu ra ở 
đày cỏ một tầm quan trọng đặc biệt. Người ta thường 
gọi nó là định đề thứ nấm vì nỏ được đánh số thứ năm 
trong bằng các định đề của Ơcli, 


TIÊN ĐỀ 
— Hai cái cùng bằng một cải thứ ba thì bằng nhau. 
— Thêm những cái bằng nhau vào những cái bằng 
nhau thì lại có những cái bằng nhau. 


Sau khi đưa ra các định nghĩa, định đề và tiên đề 
thì Ơclit chứng mỉnh mọi định lý bằng suy diễn lôgic 
chặt chẽ. Như vậy, tác phầm « Nguyên lý » có thể coi 
là tác phầm đầu tiên trong lịch sử về « cơ sổ hình học ›. 
Đặt trong hoàn cảnh lịch sử của nó mà xét thì đó là 
một tác phầm rất có giá trị. Cho đến thể kỷ thứ XIX 
nó vẫn được coi là một mẫu mực về sáng sủa và chặt 
chẽ. Đó là tác phẩm được in nhiều lần nhất từ xưa đến 
nay trên thể giới. Nhiều nhà khoa học đại tài như 


* Định đề và tiên đề khác nhau như thể nào, điền đó 
không thấy Ơclit nêu ra ở đâu cả. Căn cứ vào nội dung của 
chúng, người ta đoán rằng Ơclit đùng đanh từ «định đề» đề 
cbhỉ những mệnh đề (công nhận) có nội đụng hình học còn 
đanh từ «tiên đề» đề chỉ các mệnh đề (công nhận) có nội 
đung chung. 

Ngày nay người ta chỉ đùng đanh từ ctiên đề » thôi. 
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Côpecnic, Galilê, Đềcác, Patcan, Lômônôxôp, Lôbasep- 
kỉ v.v... đã bọc hình học qua cuốn đó và các trường 
trung học trên thế giới đều dựa theo cuốn đó mà dạy 
hình học. 


§4. Tuy nhiên, nếu đứng về quan điềm hiện đại mà 
xét thì tác phầm của cHt còn nhiều thiếu sỏi. 

Trước hết, Ơclit chưa nhận ra sự tất yếu phải có các 
khái niệm cơ bản nên có tham vọng định nghĩa tất cả 
các khái niệm. Vì vậy, ông sa vào vòng luần quần, dùng 
những cái chưa định nghĩa đề định nghĩa cải khác, thí 
dụ như trong hai định nghĩa nêu ra ở trên thì «thành 
phần », cbề đài », «bề rộng » là những khái niệm chưa 
được Ơclít định nghĩa trước. Mặt khác, nhiều định 
nghĩa của Ơclit thật ra chỉ là sự mô tả một số tính chất 
không cần thiết tí nào cho sự suy diễn lôgie về sau. 
Như trong hai định nghĩa ở trên, các tính chất « không 
có thành phần», «có bề đài mà không có bề ròng » 
hoàn toàn vô ích, không bao giờ dùng đến trong các 
suy điễn lôgic về sau. 

Nói về các định đề và các tiên đề thì các thiếu sót của 
Ơclit là ở hại điềm : một là, nhiều định đề hay tiên đề 
của Ơclit là thửa vì các tính chất nêu ra trong các mệnh 
đề đó thực ra có thê chứng minh được, nói cách khảo, 
các mệnh đề đó là những định lý, ví dụ mệnh đề « tất 
cả các góc vuông đều bằng nhau» có nêu ra ở trên; 
hai là có ¿hiếu một số tiên đề khiến cho ở nhiều chỗ 
Ơclit không dùng suy diễn lôgic chặt chể mà lại dựa 
vào trực giáo, ví dụ như ông đã dựa vào trực giác 
đề quyết đoán rằng hai vòng tròn đi gua tâm của 
nhau thì eắt nhau mà không chứng minh (mà có muốn 
chứng mình cũng không được vì ở ông thiếu mất các 
tiên đề về liên tục; không có các tiên đề đó thì không 
chứng minh được rằng mỗi vòng tròn là một đường 
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liền đóng kín và do đó rất có thề là ở chỗ đáng lẽ 
chúng cắt nhau thì lại là một chỗ trống trên mỗi vòng). 
Trong tác phầm của Ơclit cũng thiếu các tiên đề nỏi 
về thứ tự các điềm trên một đường thẳng, về dời hình 
do đó gặp những vấn đề về thử tự, về dời hình thì 
Ơclit cũng không dùng suy điễn lôgíc chặt chế mà dựa 
vào trực giác. Người ta đã nhận ra một vài thiếu sót 
của Ơclit từ lâu và trải qua hàng bao thế kỷ, nhiều nhà 
toán học đã cố gắng đề bồ sung vào các thiểu sót đỏ, 
nhưng cho mãi đến thế kỷ XIX Hinbe (người Đức) mới 
căn bản khắc phục được hết các thiếu sót của Ơclit 
với tác phầm. «Cơ sở hình học» ra đời năm 1899 và 
được giải thưởng quốc tế Lôbasepki năm 1903. 


I— ĐỊNH ĐỀ THỨ NĂM 


§ õ. Trong khi nghiên cứu để bồ khuyết vào các 
thiếu sót của Ơclít thì cũng có một số nhà toản học 
nghỉ đến việc ¿hém vào một số tiên đề mới đủ cho việc 
suy diễn lògic, không phải viện đến trực giác. Ví dụ 
Acsimét đã thêm vào một số tiên đề trong đỏ cỏ tiên 
đề nồi tiếng hiện còn mang tên ông ta mà sau này; Ở 
§ 20 ta sẽ nói đến. Nhưng đại đa số các nhà toán học 
thì lại đi theo khuynh hưởng tìm ðớf đi những tiên đề 
thừa của ỚƠclit, tức là khuynh hưởng đề làm sao càng 
bớt phải công nhận chừng nào hay chừng ấy. Theo 
hướngz tìm tòi đó, người ta thấy đễ dàng rằng định đề: 
« Tất cả các góc vuông đều bằng nhau » là thừa. Định 
đồ thứ năm cũng bị nghỉ là thừa vì hai lễ: một là vì 
nội dung khá phức tạp của nó (người ta thường quen 
nghĩ rằng một tiên đề thì phải đơn giản) : bai là, vì Ơclit 
cũng mãi đến mệnh đề thứ 29 mới dùng đến định đề 
đó trong lúc các định đề khác thì được đùng ngay (do 
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đó người ta nghỉ rằng chính Oclít cũng đã tìm cách 

chứng minh nó nhưng mẩi không được, buộc lòng đến 

mệnh đề thứ 29 phải công nhận nó). Việc nghiên cứu 
định đề thử năm đã có từ lâu nhưng đến cuối thế kỷ 

XIX kết luận mới dứt khoát và việc nghiên củu đã dẫn 

tới nhiều phát minh quan trọng. 

§ 6, Định đề thứ năm tương đương với định đề mà 
ngày nay ta gọi là định đề Ơclit: 

Qua một điềm ở ngoài một đường thẳng có không 
quá một đường thẳng song song với đường đã cho *. 

Ta hãy chứng minh sự tương đương nói trên : 

1. Nếu công nhận định đề thứ năm thì chứng 
mỉnh được định đề Ơclít: 

: Giả sử qua B ổ ngoài 
đường thẳng œ (hinh 1) có 
đến hai đường thẳng b và b' 
không cắt đường thẳng a. 
Ta hãy lấy một cát tuyến 
AB và xét hai góc trong cùng 
phía u, v tạo bởi hai đường 

Hình 1 thẳng a, b và cát tuyến AB. 

Theo định đề thứ năm (mà ta công nhận là đúng) thì: 

u +v >Í§0° (vì a và b không cắt nhan). 

Nếu xét hai góc u, v' thì ta lại có : 





u` + v` > 1809; 
nhưng (u+v) + („'+v')= (u--u”) + (v+-v) =3609. 
Vậy ; u-+v=u+v =í§0° 


* Cần chú ý rằng mệnh đề : «¿ Qua một điềm ở ngoài một đường 
thẳng có thỏ dựng được ít nhất một đường thẳng song song 
với đường đã cho » là một định lý. Tồng hợp định lý này và định 
đề Ơclit thì ta có thê phát biều: «Qua một điềm ở ngoài một 
đường thẳng thì có một đường thẳng song song (phần định lý) 
và chỉ một thôi (phần định đề) với đường đã cho ». 
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Một lý luận tương tự cũng sẽ cho ta thấy rằng a và 
b' cũng tạo với AB hai góc trong cùng phía có tổng bằng 
1809. Vậy b và b' phải trùng nhau tức là qua B không 
thề có quá một đường thẳng song song với ad. 


2. Nếu công nhận định đề Œclít thì chứng minh 
được định đề thứ năm: 

Giả sử có hai đường thẳng œ, b tạo với một cát tuyến 
AI hai góc trong cùng phía ứ, ø có tông nhỏ hơn 1809. 
Thể thì œ và b phải cắt nhau bởi vì nếu a và b song 
song thì, như đẩ chứng minh ở các giáo trình hình học 
sơ cấp, định đề Ơclit (mà ta công nhận là đúng) sẽ cho 
ta -+p— 1809, 

Giao điềm C của a và b phải ở về phía có hai góc 
u, b bởi vì nếu € ở phia kia thì tông các góc của tam 
giác ABC sẽ là u°-+p'+LC>u'+øÈ >1809, điều này 
mâu thuẫn với định lý: «Tông các góc của một tam 
giác bằng 180°» mà định lý này được suy ra từ định 
đề Ơclit. 

§ 7. Định đề thứ năm cũng tương đương với mệnh đề 
ctông các góc của mọi tam giác đều bằng 1809 ›. 

Ở các giáo trình hình học sơ cấp, ta đã thấy rằng 
công nhận định đề Ơclít (tương đương với định đề thứ 
năm) thì chứng minh được mệnh đề nỏi trên. Bây giờ 
chỉ còn phải chứng minh rằng nếu công nhận mệnh đề 
nỏi trên thì chứng minh được định đề thứ năm: 

Giả sử a và tạo với cát tuyến AB hai góc trong 
cùng phía u, ø có tồng nhỏ hơn 180°. Trên đường thẳng 
a, về phía góe u, ta lấy đoạn AA; = AB. Vì tông các góc 
của tam giác cân BÀA; bằng 180° nên 
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Ta lại lấy A;A¿=BA¡ và trong tam giác cân BA¡A; 
SẼ Có : 


^^ 
ABÀ¿= _— — 180%—u _ 180°—u 


4 22 

xong ta lại lấy A;Aa=BA, 8 b 
rồi A:Á, = BÃa, v.v... Cử 
thế đến điềm A„ thị sẽ có : B: 

BÃ,-+Ây= 180 —u_ À¿ 

sn Ày 
` À 
Góc ABÄ; sẽ bằng Hình 2 


1 
+9)9 





(180°—u) +- Xu -+¬sx )= (180*—) (-#} 


Vì ø-+-ø < 180” nên ø<1809—ứ và ta có thê chọn n 
khá lớn đề cho AfBÀu>>ø và lúc đó thì đường thẳng b 
sẽ nằm trong góc AA, của tam giác ABAạ và do đó 
sẽ cắt cạnh ÀA, của tam giác tức là cắt đường thẳng a 
về phía có góc u. 

§ 8. Trải qua bao nhiêu thế kỷ rất nhiều nhà toán học 
đã tìm cách chứng mỉnh định đề thử năm. Nhiều chứng 
minh tưởng đã thành công nhưng khi phân tích kỹ thì 
hóa ra cái vòng luân quần vì trong lúc chứng mỉnh tác 
giả đã vô tình dùng trực giác công nhận một mệnh đề 
tương đương với định đề thứ năm đề chứng mỉnh định 
đề đó. Trường hợp sa vào cái vòng luần quần tỉnh vi 
nhất là trường hợp của Lơjăngđorơ (Legendre người 
Pháp 1752—1833),. một nhà toán học nồi tiếng về nhiều 
công trình toán học. Lojăngđorơ tìm cách chứng mình 
rằng tông các góc của một tam giác bằng 180°. Chúng 
minh của ông ta như sau. 
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1. Tồng các góc của tam giác không thề lớn hơn 
1805. 
Giả sử tồng các góc của một tam giác ABC lớn hon 
180° : 
ÄA-L + C= 180° + p với p>O. 
Ta lấy trung điềm OQ 
A' — của cạnh BC và kéo 
dài đoạn AÀÔ ra một 
0 đoạn ØA? bằng AO. 
Hai lam giác bằng 
nhau AOJ3 và A'OC 
A C cho ta: A` = Âu, đo đỏ 
Hình 3 ÂÁ +AÁa=Ai+A¿=AÁ. 
Vậy trong hai góc A' 
và à ít nhất có một góc lớn hơn nửa góc Â; giả sử 
-~^ 
đó là góc Â„: Á›¿ < - 


- 


Như vậy là tử tam giác AB ta dựng nên một tam 
giác mới trong đỏ cớ một góc không lớn hơn nửa góc 
Á; ta lại áp dụng cách dựng trên vào cho một tam giác 
mời đề cỏ một tam giác thứ ba trong đỏ có một gỏe không 
lờn hơn nửa góc Ás tức là không lớn hơn _ góc Â. Cứ 
thế tiếp tục đến tam giác thứ n thì ta sẽ được một tam giáo 


trong đó có một góc không lớn hơn ‹ Chọn n khá 





2m 
lớn ta có thể làm cho góc đỏ nhỏ hơn p, Ta lại chủ ý 
rằng tông các góc của các tam giác nói trên đều bằng 
nhau và bằng 180°+ p (chứng minh dễ đàng nhờ các 
tam giác bằng nhau). Trong tam giác thứ 0, la có một 
góc nhỏ hơn j, vậy tông hai góc kia phải lớn hơn 1809, 
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Nhưng tổng hai góc của một tam giác không thể quá 
180°. Quả vậy, giả sử trong một tam giác ABC (h. 3) ta 
có Ñ-- Ở >. 180°. Lại dựng điềm A' như trên, ta sể có: 
+-Ể-:- ACÀ' > 180° và điềm A' sẽ nằm khác phía với 
điểm O đối với đường thẳng AC, điều này vô lý vị đoạn 
OA' kéo đài đoạn AO. 

2. Tồng các góc của các tam giác không thề nhỏ 
hơn 180°. 

Giả sử tông các góc của một tam giác ABG nhỏ 
hơn 1808; 


A+Đ+ê¿= 
= 180° — p với 


p>(OD. Ta lại 
dựng điềm A' 
như ở hình 3: 
rồi qua À' dựng 
một đường 
thẳng cắt hai 
cạnh của góc 
BAC theo thứ 
tự ở B' và C'. Hình 4 

Tam giác BCA', 

vì bằnz lam giác ÀRÔ, nên cũng sẽ có tông cúc góc 
bằng 180° — p. Giả sử tông các góc của tam giác BB`A' là 
180° — q (với g>O) và của tam giác CC'A" là 180° — r 
(với r> O). Đem tông các góc của bốn tam giác ABC, 
BCA', BR?A', CŒA' cộng lại với nhau rồi trừ đi các góc 
ở ba đỉnh B,C€, A' (tại mỗi đỉnh như vậy, ta có ba góc 
mà tông là một góc bẹt), ta sẽ được tồng các góc của 
tam giác AB'C': 

(1809—p) + (180°—p) + (180°—g) + (180°—r)—(3x180°) 

= 180 —2p — (q +r) < 180 — 2p. 
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Như vậy là từ tam giác ABC với tông các góc bằng 
180” — p ta đã tạo nên tam giác AB'C' với tông các góc 
nhỏ hơn 180° —2p. Lại ấp dụng cách dựng trên vào tam 
giác Àl3'C' thì sẽ được một tam giác thứ ba với tông 
các góc nhỏ hơn 1809 — 4p, Cứ thế tiếp tục đến tam 
giác thứ n thì tổng các góc của tam giác đó sẽ nhỏ hơn 
1809 — 2n-1p, Lấy n kbả lớn thì sẽ có thể làm cho tông 
các góc đỏ thành âm, điều này vò lý. 

Từ các chứng minh xửa rồi ta suy ra rằng tông các 
góc của các tam giác phải bằng 180° và từ đó suy ra 
định đề thứ n:ưn (§ 7). 

Cái vòng luần quần của Loơjšăngđơrơ là ` Lệ nào ? 
Tất cả lý luận ở trên đều đúng trừ có câu : «... „ qua A” 
dựng một đường thẳng cắt hai cạnh của góc BAC...» 
vì rằng, như sau này chúng ta sẽ thấy, nếu không có 
định đề thứ nắm thì không thể chứng mình được rằng 
«qua một điềm nằm trong một góc lồi bao giờ cũng 
đựng được một đường thẳng cắt cả hai cạnh góc ». Lơ- 
jăngđorơ đã vò tỉnh dựa vào trực giác mà công nhận 
mệnh đề đó tức là công nhà ì định đề thứ năm đề chứng 
mỉah định đã thứ năm. 

Như vậy Lưjängđorơ không chứng mỉnh được định 
dề thử năm nhưng chứng minh của ông ta phát hiện 
ra rằng mệnh đề: «qua một điềm nằm trong một góc 
lỗi bao giờ cũng dựng được một đường thẳng cắt cả 
hai cạnh góc › tương đương với định đẻ thứ năm. 

Sai lâm của Lơjăngđorơ khiến chúng ta thêm cảnh 
giác với trực giác của mình. Xét lại các chứng mình ở 
§ 6, 7 thì, tuy không có gì sai, nhưng thực ra chúng ta 
đã dựa khá nhiều vào trực giác, ví dụ như ở §7, khi 
quyết đoán rằng đường thẳng b cắt cạnh AAa vì nó 
nằm trong góc ABÄ, thì chủng ta đã chẳng dựa vào 
định đề, tiên đề hay định lý nào mà chỉ dựa vào trực 
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giác. Tuy nhiên trong chương này chỉ mới nói về lịch 
sử môn học nhằm mục đỉch nêu được vấn đề nên ta 
cũng chưa yêu cầu là tuyệt đối không dựa vào trực giác. 

Ngoài các chứng minh trên, Lơjăngđorơ, trong khi 
nghiên cửu vấn đề, đã chứng mỉnh được rằng: « nếu 
tông các góc của một tam giác nào đó mà bằng 1809 
thi tông các góc của mọi tam giác khác cũng sẽ bằng 
160”›s mà không dùng đến định đề thứ năm. Chứng 
mỉnh này thì đúng; nó gồm mấy phần sau đây: 

1) Nếu một tam giác ABC bị một đường thẳng AD 
chia thành hai tam giác ABD và ACD thì khuyết số 
(trc là hiệu giữa 180° và tông các góc) của tam giác 
AB bằng tồng các khuyết số của các tam giác ABD 
và ACD; (chứng minh rất dễ. Độc giả tự chứng mính lấy). 

2) Nếu ta lấy hai điềm Bị và C¡ theo thứ tự trên bai 
cạnh (chứ không phải cạnh kéo đài) AB và AC cỗa một 
tam giác ABC thì khuyết số của tam giác ABjC¡ không 
thẻ lớn hơn khuyết số của tam giáo ABC (chỉ việc nối 
BỐ, röi áp dụng hai lần kết quả chứng mỉnh ở phần 
trên và chú ý rằng khuyết số của một tam giác không 
thể âm vì lông các góc của một tam giác không thê lớn 
hơn 180 như đã chứng minh trên kia). 

3) Cho hai tam giác vuòng ABC và A'B'C' sao cho 
các cạnh góc vuòng A°?B? và Á'C? theo thứ tự bé hơn 
các cạnh góc vuông AB và AC; trong điều kiện đó nếu 
tông các góc của tam giác ABC bằng hai vuông thì tổng 
các tam giác A'B*C? cũng bằng hai vuông, 

CHỬN: MINH: Trên cạnh AB ta lấy AB, = A'B' và 
trên cạnh AC ta lấy AC\i = A'C”; dùng ký hiệu ks đề 
chỉ khuyết số và căn cứ vào phần thứ hai ở trên ta có 

Ks (AB,C,) < Ks (ABC); 
Theo giả thiết thì Ks (ABC) =0 (tồng các góc bằng 1800). 
Vậy Ks(AB,C,) <0, 
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Vì khuyết số không thê âm nên Ks (ABIG,) = 0 tức 
là tông các góc của tam giác ABC bằng 1809. 

4) Nếu tông của các góc của một tam giác vuông nàa 
đấy bằng hai vuông thì tông các góc của mọi tam giác, 
vuông khác cũng bằng hai vuông. 

CHỨNG MINH: Giả sử có một tam giác vuông ABC có 
tông các góc bằng 180° (góc A vuông); ta hãy xét bất 
kỳ một tam giác vuông nào khác Ä'B'C?. Nếu À°B'< AB, 
A'C? < ÁC thì chỉ việc áp dụng ngay kết quả ở phần 
trên. Nếu không thì chỉ việc chứng mình rằng có thê 
tử tam giác vuông ABG dựng nên được một lam giác 

vuông khác 

c” p” Aho cũng Có: 
tông các góc 
bằng hai vuông 
nhưng cỏ các 
cạnh góc vưông. 
AB”, AC” theo 
thứ tự lớn hơn 
AJB'` và A'C. 

Hình § Muốn vậy trước 

hết ta lấy điềm 

D đối xứng với À qua trung điềm của cạnh AI. Dùng 
ký hiệu T đề chỉ tông các góc, ta có: 

T (GBD) = T (ABC) = 1809 do đó: T (ACDB) —= 360° 
và vi D=A=90° (đối xứng) C—=Tï (đối xứng) nên suy 
ra C= B = 909 tức là tứ giác ACDB có bốn góc vuông. 
Cho ACDB dòi chỗ, ta có thể lát mặt phẳng bằng những 
hình chữ nhật bằng nhau như ở hình 5; dùng đường 
chéo BC” đề chia đôi hình chữ nhật AC '?D?'H'' ra ta 
được tam giác vuông AB'”C” có tồng các góc bằng 1809 
còn các cạnh AB” và AG” thi có thể làm cho theo thứ tự 
lön hơn Á”B' và A'C' (ở đây áp dụng tiên đề Ácsimét). 





20 


5) Nếu tông các góc của một tam giác ABC bằng bai 
xuông thì tồng các góc của mọi tam giác khác A°B'C? 
cũng bằng hai vuông. 

CHỨNG MINH: Ta chia ABC ra thành hai tam giác 
vưông ABP. ÀACP bằng đường cao ÁP (trong ba đường 
cao thế nào cũng có một đường có chân nằm trên cạnh 
đối điện, ta gọi nó là ÁP); ta có: 

Ks (ABC) = Ks (ABP) -† Ks (ACP) = 0 

mà Ks(ADP) < ÓØ; Ks (ACP) >0 

nên Ks (ABP) = Ks (ACP) =0 
tức là ta được bai lam giác vuông cô tông các góc bằng 
180°. Lại chia ABC? ra làm hai tam giác vuông thì 
theo phần 4) mỗi tam giác này cũng có tổng cáo góc 
bằng 180°, do đó theo phần 1) thì T (ÁA?B'C”') = 1809, 

§9. Các còng trình của Xắckêri (Sacckeri) và Lămbe 
(Lambert) cũng đáng đề ý. Xăckêri nghiên cửu một 
tử giác AA'BB' (hình 6) cô hai gỏc Á và B vuông và 
ÀA' = Bl'. Do sự đối xứng qua trung trực của đoạn 
AB, ta thấy rằng hai góc A' và I` bằng nhau. Nếu chứng 
mình được rằng hai góc đỏ là vuông thì chỉ việc kể 
một đường chéo, sẽ có hai tam giác, mỗi cái có tông 
các góc Bằng 180 và từ đó suy ra định đề thử năm. 
Bởi vậy, Xăckêri đặt ra ba giả : : 
thiết về các góc À' và B°: tù, 4 8 
nhọn, vuông và cố chứng mình 
đề loại hai giả thiết đầu đi. 
Ống ta loại được giả thiết « tù » 
một cách dễ dàng. Đi từ giả 
thiết « nhọn », ông ta hy vọng 
sẽ đến một định lý mâu thuẫn 
với một định lý bay tiên đề 
đã có trước và do đó bác bỏ được giả thiết này đi. 
Nhưng đi đã khá xa mà vẫn chưa đến một mâu thuẫn 


A 8 
Hình 6 
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nào Yề phương điện lôgie, tuy rằng các kết quả tìm 
ra rất kháo với điều mắt thấy hàng ngày. Ví dụ Xăckêti 
đi đến kết quả là hai đường thẳng cùng nằm trong 
một mặt phẳng mà không cắt nhan thì hoặc là tiện 
cận với nhau về một phía và xa nhan vô bạn về phía 
kỉa hoặc là cỏ một đường vuông góc chung duy nhất 
và xa nhau vô hạn về cả hai phía. Ông ta suy nghĩ một 
cách đúng đắn rằng không thể coi những sự « trái mắt v 
đó là những mâu thuẫn trong lý luận nhưng cuối cùng, 
khi tính độ dài của một đường cong bằng hai phương 
pháp khác nhau, vì làm một con tính sai, ông ta đi 
đến hai kết quả khác nhau (nếu như làm tỉnh đúng thì 
hai kết quả sẽ như nhau) và do đỏ tưởng lầm rằng 
đã đi đến mâu thuẫn và tưởng lầm rằng đã bác bỏ 
được giả thiết « nhọn ». 

Lămbe thì nghiên cứu một tử giác cô ba góc vuông 
và đổi với góc thử tư thì cũng đặt ra ba giả thiết: tù, 
nhọn, vuông. Ông ta cũng bác bỏ dễ dàng giả thiết « từ » 
nhưng với giả thiết «nhọn » thì ông ta còn đi xa hơn 
Xăckêri nhiều mà vẫn chưa đến màu thuận nào. Ông 
không làm con tính nào sai nền không chỗ nào nói 
rằng mình đã chứng minh được định đề thứ năm tà 
chỉ đi đến một kết luận là mọi cố gắng chứng minh 
định đề này sẽ không đạt được mục đích. Ông viết: 
« Có thê đưa vấn đề chứng minh định đề Ơclit đến chỗ 
chỉ còn tí xíu nữa là xong. Nhưng đem phân tích kỹ 
thì tất cả vấn đề lại là ở tỉ xíu đỏ ». Phát triền hệ thống 
kết quả của giả thiết « nhọn », Lămbe đã thấy rằng hệ 
các kết quả đỏ giống với hình học cầu và nghĩ rằng đó 
phải là nguyên nhân lại sao ở trên mặt phẳng giả thiết 
« nhọn » không thê bác bỗ được. Ông đã đi theo con 
đường đúng hơn bất cứ người nào khác trước ông, 
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II — LÔBASEPKHI VÀ HÌNH HỌC CỦA ÔNG 


§ 10, Lôbasepki (1793 — 1856) là giáo sư toán học ở 
trường Đại học Kagian (Nga). Ông có nhiều công trình 
về toán học, nhưng chói lọi hơn cả là việc sáng lạo 
ra hình học mang tên òng trình bày trước khoa toán 
lý của trường ngày 0-2-1826. 

[ôbasepki cũng tìm cách chứng mình định đề thứ 
năm. Phủ nhận định đề đó đi, ông không gặp mâu 
thuẫn øì trong lý luận. Nhưng khác với các nhà toán 
học đi trước ông, ông dám nghỉ ngờ định đề thử năm 
mà từ trước người ta coi là một chân lý tuyệt đối. Theo 
òng, không gian là một hình thức biểu hiện của vật chất ; 
tùy theo tình hình bố trí vật chất ở mỗi nơi mà ở đẩy 
có một hình bọc riêng thích hợp. Như vậy, ngoài hình 
học Ơclit ra có thể có những bình học khác. Quan 
điềm duy vật đúng đắn đó đả phá quan niệm duy làm 
cho rằng toán học là một sản phầm của lý trí, không 
gian tồn tại độc lập với vật chất và hình học Ơclit là 
một chân lý tuyệt đối. 


Ehoa học hiện đại hoàn Â 
toàn xác nhận quan điềm CN 


của Lôbasepki. 
Đề minh họa (một cách 
thô sơ) quan điểm của Lôba- 
sepki ta hãy tưởng tượng 
hai con kiến thông minh LÍ L 
biết làm toán, một con sống 
trên mặt một quả cầu, con 
kia sống trên một mặt bàn. 
Hai con kiến đó sẽ xây dựng Hình 7 
nên hai hình học khác nhau. 
Đối với con kiến ở trên mặt cầu thì tông các góc của 
một tam giác lớn hơn 180° (h. 7). Còn đối với con kiến 
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ở trên mặt bàn thì tông dö bằng 180%. Đó là do sự bố 
tri vật chất trên quả cầu khác trên mặt bàn. Sự tưởng 
tượng trên đây chỉ là đề giúp chúng ta hình dung được 
cụ thê một phần nào quan điềm của Lôbasepki chứ 
chưa nên được đầy đủ và sâu sắc quan điềm đó. 

Với quan điểm như trên, Lôbasepki cho rằng hệ 
thống các kết quả suy ra được tử sự phủ nhận tiên đề 
thứ năm cbiỉnh là một hình học mới. Ông biêu rất sâu 
sắc quan hệ giữa hình học Ơclit và hình học phi Oclit 
của ông. Ông cũng chứng minh được rằng hình học 
Của ông không chứa đựng màu thuẫn gì về phương 
điện lý luận toán học, và do đó, về phương diện này, 
nó có quyền tồn tại ngang hàng với hình học ƠỢclit. 
Vấn đề không gian thực tế của chúng ta là Ơolit hay 
phi Ơclit cũng đẩ được ông quan tâm giải quyết. 
Muốn vậy, ông căn cứ vào các số liệu tbiên văn tính 
tông các góc của một tam giác vũ trụ đề xem tông này 
khác 180° bao nhiêu. Kết quả là sự sai khác đó không 
quá O*”, 0003 nến không thê kết luận gì được. Ta có 
thể nghỉ rằng kết luận phải thiên về phía hình học 
Cclit nhưng như thế thì quá vội vàng. Tạm thời ta 
chưa đủ điều kiện đề giải thích chính xác nhưng có 
thể lấy thí đụ sau đây đề hiểu rổ tại sao phải thận 
trọng: trong các đo đạc trên mặt đất, ta đều tìm thấy 
rằng tông các góc của một tam giác xấp xỉ 1809. Nếu 
vì thế mà ta kết luận rằng mặt đất là phẳng thì sai vì, 
như ta đã biết, quả đất là tròn nên mỗi tam giác trên 
mặt đất là tam giác cầu và do đó có tông các góc lớn 
hơn 1809. Sở đĩ ta tìm ra 1809 vì các tam giác mà ta 
xét quá bẻ nhỗố so với {oàn thê địa cầu. Nếu lấy một 
tam giác cầu mà đỉnh A ở Bắc cực còn hai đính B và 
Ö ở trên dường xích đạo (b. 7) thì rổ ràng là tông các 
góc sẽ lớn hơn 1809. 
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§ 11. Sinh thời Lôbasepki it được ai hiều và toàn 
gặp sự chế riễu. Chỉ có Gaoxơ (Gauss, người Đức) và 
Yanôxơ Bôliai (người Hung-garj là có thề biểu 
và đánh giá được phát minh của Lôbasepki. Gaoxơ 
có nghiên cứu về tiên đề thứ năm và cũng nhận thức 
được sự có thể có một bình học mởi nhưng ông it 
phát triển kết quả của mình và cũng không cho ỉn vì 
sợ không được người 1a biểu. Công trình nghiên cửu 
của Bôliai được xuất bản ba năm sau công frình của 
Lôbasepki (ông không biết gì về công trình của 
Lôbasepki) và không được phát triền bằng. Bỏliai 
phải nhờ cha ông là Phackaxơ Bôliai cho xuất bản 
công trình của mình thành phần phụ lục ở sau một 
cuốn sách giảo khoa toán học của cha. Bản thân ông 
không có điều kiện đề tự xuất bẩn công trình của 
mình, Không những sinh thời Bôliai không được ai 
hiển và ủng hộ mà òng còn sống những ngày bì đát 
trong nghèo khô và bệnh tạt. 


IV — TÁC DỤNG CỦA HỈÌNH HỌC LÓBASEP RHI 
ĐỔI VỚI HÌNH HỌC NÓI RIÊNG 
VÀ TOÁN HỌC NÓI CHUNG 


§12. Khi hình học Lôbasepki được công nhận thì 
vấn đề chứng minh tiên đề thứ năm được giải quyết. 
Quả vậy, nếu các kết quả rúi ra từ sự phủ nhận tiên 
đề đỏ mà làm thành một hệ thống không chứa mâu 
thuẫn gì về phương diện lô-gie, thì như vậy tiên đề 
thứ năm không phải là một kết quả tất yếu suy diễn 
từ các tiên đề khác của Ớclít ra, nói cách khác, việc 
hình học Lôbasepki ra đời là một chứng mỉnh rằng 
không thề dựa lên các tiên đề khác của Ơciii đề chứng 
mình tiên đề thứ năm. Nhưng kết luận này chưa được 
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chính xác vì rằng, như trên đã nói, hệ tiên đề của 
Ơclit còn nhiều thiếu sót nên ta chưa thề bằng lòng 
với câu «dựa lên các tiên đề khác của Ơeli». Điều 
đó thúc đây người ta phải nghiên cứu bồ khnyết vào 
các thiếu sót của clit, đề có một chỗ đựa vững chắc 
cho kết luận ở trên. 

Khi hinh học Lôbasepki được công nhận thì người 
ta nghỉ đến việc có thể có rất nhiền hình học khác 
nbau, mỗi hình học có một hệ tiên đề riêng của nó. 

Muốn xây dựng một hình học nào thì người ta chọn 
một số «khái niệm cơ bản» và một hệ tiên đề thôa 
mẫn các điều kiện san đây : 

a) Điều kiện phi mâu thuẫn: điều kiện này có nghĩa 
là từ hệ tiên đề mà suy diễn ra sẽ không bao giờ gặp 
một kết quả trái với một tiên đề nào đó, hoặc gặp bai 
kết quả trái ngược nhan. 

b) Điền kiện độc lập: điều kiện này có nghĩa là khôn; 
thể định nghĩa bất cứ khái niệm cơ bản nào bằng cách 
dựa vào các khái niệm cơ bản khác và các định nghĩa 
đã có trước khái niệm cơ bản đỏ, và không thề chứng 
minh bất cử tiên đề nào bằng cách dựa vào các tiên đề 
khác và các định lý đã có trước tiên đề đó. 

Ngoài ra người ta còn xét đến điều kiện đầu đủ, tức 
là hệ tiên đề phải đủ đề xây dựng môn học mãi mãi 
bằng suy diễn không chỗ nào dựa vào trực giác. 

Cho đến cuối thế kỷ XIX, Hinbe mới xây dựng 
được một hệ tiên đề của hình học Ơelit thỏa mãn các 
điều kiện phi mâu thuẫn và đầy đủ, và một phần nào 
điều kiện độc lập, 

§ 13. Tuy rằng đến thế kỷ XVIHI toán học đã có nhiều 
tiến bộ nhưng khái niệm về không gian hình học thì 
cng chẳng bon gì thời Ơclit: người vẫn không biết 
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không gian nào khác ngoài không gian Ơclit. Sau khi 
hình bọc Lôbasepki được công nhận thì ứng với mỗi 
hệ tiên đề bình học lại có một không gian hình học 
trừu tượng. Sở dĩ gọi là trừu tượng vì các khái niệm 
eơ bản trong hệ tiên đề không được định nghĩa, mô tả 
cụ thể, Dưởi mỗi đanh từ chỉ một khái niệm cơ bản ta 
có thẻ hiều là cới gì cụ thề cầng được, miễn là hệ tiên 
đồ được nghiệm đúng. Một tập hợp những cái gì cụ thể 
như vậy gọi là một mô hình * (hay một thê hiện) của 
không gian trừn tượng ứng với hệ tiên đề đã cho hay 
còn gọi là- một mô hình của bình bọc ứng với hệ tiên 
đề đó, hoặc vắn tắt là một mô hình của bệ tiên đề đã 
cho đó. Ví du: ứng với hệ tiên đề của Hinbe ta có 
không gian Ơclit trừu tượng. Với một mức độ chính 
xác nào đó, không gian thực tế của chúng ta là một 
trong những mò hình của không gian Ơclit trừu tượng 
đó. Đề hiểu rổ hơn thế nào là một mô hình ta hãy lấy 
hệ tiên đề đơn giản sau đây : 

Rhải niệm cơ bắn: « điềm », «đi trước ». 

Tiên đề: 1) Không điềm nào « đi trước » chính nó. 

2) Nếu điểm A đi trước điềm B và điềm B đi trước 
điềm € thì điềm A đi trước điềm C. 

Sau đây là bốn mô hình cụ thề của hệ tiên đề đó: 

1) cĐiểm » là những điềm thông thường trên một 
đường thẳng nằm ngang và « đi trước ›» là « ở bên trái ». 


* Danh từ mô hình (modèle) là đanh từ quốc tế, quen dùng 
hơn là đanh từ /h# hiện (interprétation). Thật ra thì đanh từ 
mô hình không được đúng lắm. Chẳng hạn khi ta nói «không 
gian thực tế là một mô hình của...» thì nghe có về trải ngược 
vì khi nói đến mô hình của một cái gì thì cái đó phải là một 
cái thực tẾ, còn mô hình của nó chỉ là một hình mẫu thu nhỏ 
lại Tuy nhiên, đo đã dùng quen nên đanh từ mô hình phổ 
biến hơn. 


Như thế thì rồ ràng là hai tiên đề trên đều nghiệm 
(tiên đề 1 nghiệm vì trên một đường thẳng như vậy 
không có điềm nào lại ở bên trái chỉnh nỏ; tiên đề 2 
nghiệm vì nếu điềm A ở bên trái điềm B, điềm B ở 
bên trái điềm € thì A ở bên trái C). 

2) « Điềm » là những con người trên quả đất và «đi 
trước » là «trẻ hơn». Tiên đề 1 nghiệm vì không có 
người nào lại trẻ hơn chính bản thân. Tiên đề 2 nghiệm 
vi nếu A trẻ hơn B, B trẻ hơn C€ thì A trẻ hơn C. 

3) cĐiêm›» là những số nguyên và «đi trước » là 
«lớn hơn». Rỗ ràng hai tiên đề 1 và 2 đều nghiệm. 


4) « Điềm » là những số tự nhiên và «đi trước » là 
« ước số chân chính * của... », Rồ ràng hai tiên đề cũng 
nghiệm. 

Hiệu lực của phương pháp tiên đề chính là ở chỗ 
một hệ tiên đề có thể có rất nhiều mô hình cụ thê, đo 
đỏ ta chỉ cân mất công lý luận có một lần mà áp dụng 
vào được nhiều trường hợp cụ thể. Điều này có thể ví 
với việc người học sinh cấp 2 chỉ cần mất công học 
cách giải một hệ hai phương trình bậc nhất có hai ẫn 
số là có thể giải được nhiều bài toán cụ thể mà lúc 
học ở cấp một làm rất khó khăn. Trước Lôbasepki sở 
đỉ phương pháp tiên đề chưa được coi trọng vì lúc đó 
người ta chưa biết rằng hình học Ơclit có nhiều mô 
hình. Lúc người ta công nhận hình học Lôbasepki chính 
là lúc mà lần đầu tiên người ta tìm ra được một mô 
hình cụ thê eủa nó. 


# Một ước số của một số đã cho sẽ gọi là chân chính nếu 
nó khác 1 và không phải là chính số đã cho đó. Ví dụ 2 và + 
là ước số chân chính của 8; 1 và bẳn thân 8 thi không phải 
là ước số chân chính của 8. Một số nguyên tố thì không có 
ước số chân chính. 
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§ 14. Khải niệm không gian được mở rộng ra như vậy 
đã nhanh chóng từ hình học tràn qua các bộ môn toán 
học kbác và bây giờ hầu hết trong các bộ môn toán học 
đều cỏ nói đến không gian này, không gian nọ. Các 
« điềm » của các không gian đỏ có thể là một hình về, một 
phép biến hình, một tâp hợp số sắp thứ tự, một hàm số, 
một trạng thái của một hệ vật chất, một màu sắc v.v... 
Điều đó đánh dấu việc toán học chuyền sang một giai 
đoạn mới gọi là giai đoạn « Toán học hiện đại ›. 

Đến đây cũng có thể có người nghĩ rằng như vậy 
là ta có thề tùy ý nghĩ ra một hệ tiên đề và do đó tạo 
nên một hình học mới và như vậy là toản bọc từ đầu 
óc con người mà ra, Trước hết ta phải nhở rằng một 
hệ tiên đề phải thỏa mẩn hai điều kiện phi mâu thuẫn 
và độc lập đã nói ở trên, nhất là điều kiện phi mâu 
thuẫn. Thiếu điền kiện phi mâu thuẫn thì hệ tiên đề 
không thê tồn tại được. Như vậy không phải cứ nghĩ 
bừa mà ra được. Nếu nghĩ bừa thì khó mà thỏa mẩn 
được điều kiện phi mâu thuẫn. Chỉ có suy nghĩ trên 
một cơ sở thực tế thì mởi hy vọng thỏa mãn được 
điều kiện đó. Ngược lại khi mà điều kiện đỏ được 
thỏa mãn, nghĩa là hệ tiên đề không chứa mâu thuẫn 
lôgíc nào thì có nhiều khả năng là hệ tiên đề đó có một 
mô bình thực tế vì rằng các quy luật lôgie cửng không 
phải là sẵn phầm của đầu óc con người mà là kết quả 
của một quá trình lâu dài đúc kết kinh nghiệm đấu 
tranh của con người cho nên cải gì mà đẩ không chứa 
mâu thuẫn lògíc thì cái đó nhiều hy vọng phù hợp với 
thực tế. Thông thường thì các nhà toán học khòng bịa 
ra một hệ tiên đề mà «tiên đề hóa» một khoa học 
thực tế đã có, do đó trong quá trình suy nghỉ luôn 
luôn nhà toán học có khoa học thực tế đó làm chỗ dựa. 

Chúng ta sẽ trổ lại vấn đề này kỹ càng hơn ở 
chương V, 
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CHƯƠNG I1 


HỆ TIÊN ĐỀ CỦA HÌNH HỌC ŒCLÍT 


Trong chương này ta sẽ trình bày hệ Liên đề của 
Hinbe có sửa đôi chút it, 


I— CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 
VÀ CÁC TIÊN ĐỀ 


— Các khái niệm cờ bản của Hìnbe gồm có : 

a) « Điềm », « đường thẳng », «mặt phẳng » (gọi chung 
là các « đối tượng cơ bản 9.) 

b) €Thuộc», «ở giữa», «toàn đẳng» (gọi chung là 
các «tượng quan eơ bản »). 

Ta nên luôn luôn nhở rằng đưởi các đanh từ chỉ 
các khái niệm cơ bản kề trên, ta muốn hiểu là cải gì 
cũng được miễn sao hệ tiên đề mà ta sẽ kê ra sau đây 
được nghiệm. Tuy nhiên, đề sự theo dồi được dễ dàng, 
ta cũng cần biết ngay từ bây giờ xem các danh từ đó 
chỉ cải gì trong hình học sơ cấp thông thường. Về các 
đối tượng cơ bản thì đã rõ còn về các tương quan cơ 
bản thì « thuộc » chỉ các tương quan mà ta thường gọi 
là « điềm nằm trên đường thẳng », « đường thìn¿ đí qua 
điềm », «điềm nằm (rên mặt phẳng », « mặt phẳng chứa 
điềm › v.v...; danh từ « ở giữa » chỉ khái niệm « ở giữa » 
thông thường (điềm B ở giữa hai điềm A và C) còn 
danh từ ctoàn đẳng» chỉ cái mà thông thường ta gọi 
là «bằng?» (đoạn thẳng AB bằng đoạn thẳng CD). 

Ta cũng cần chủ ý rằng: cho đến khi có những tiên 
đề hay định lý phát biện ra những sự khác nhau giữa 
ba đối tượng cơ bản thì ta phải quan niệm các đối 
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tượng đó một cách bình đẳng. Cũng vì vậy mà chỉ có 
một danh từ «thuộc » trong lúc mà trong hình học sơ 
cấp thòng thường ta có đến mấy danh từ: «đi qua », 
« nằm trên », «chứa ». 

Để hiều rõ ý nghĩa các tiên đề, các định lý sẽ gặp 
sau đây thì nên luôn luôn tự đặt mình vào vị trí một 
người xưa nay chưa từng biết hình học là gì và đày 
là lần đầu tiên học hì¬h học. Cô như thế ta mới không 
lân lộn vào dây những kiến thức đã có từ trước và 
mới nhận thức đầy đủ sức mạnh của lý luận. Ví dụ 
định lý: (mỗi mặt phẳng chứa ít nhất ba điềm » mà 
ta sẼ gặp sau đây rõ ràng là không có giá trị gì 
nếu ta đặt nó vào một giáo trình hinh học sơ cấp và 
người học sinh phồ thông sẽ không biểu nồi tại sao 
lại có một định lý quá hiền nhiên như vậy. Họ sẽ đặt 
lại câu hỏi: «Như thế cũng là một định lý à? Một 
định lý như vậy thì có ích gì? Rhông cần học cũng 
biết». Nhưng đặt vào một giáo trình cơ sở hình học 
thì định lý đó có ý nghĩa vì người ta có được nó không 
phải nhờ trực giác mà bằng suy diễn lôgíc từ tiên đề: 
«một mặt phẳng chứa it nhất một điềm ›. 

§ 16. Tất cả các tiên đề của Hinbe chia ra làm năm 
nhóm ;: 

— Nhóm Ì chứa tám tiên đề về cliên thuộc 2, 

— Nhóm l[ chứa bốn tiên đề về «thứ tự». 

— Nhóm lÏI chứa năm tiên đề về « toàn đẳng ›. 

— Nhóm lV chứa hai tiên đề về «liên tục ›, 

— Nhóm V chửa một tiên đề về «song song ›. 


ll — NHÓM I1: CÁC TIÊN ĐỀ VỀ LIÊN THUỘC 


§ 17. Tương quan cơ bản xét trong nhóm này là 
tương quan «thuộc », 
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1,1, Cho bất cứ hai điềm A, B nào bao giờ cũng có 
một đường thẳng œ thuộc mỗi điềm đó. 

1,2. Với bất cứ hai điềm À, B nào khác nhau khòng 
bao giờ có quá một đường thẳng thuộc mỗi điềm đó- 

1,3. Mỗi đường thẳng thuộc ít nhất hai điềm. Có i1 
nhất là ba điềm không cùng thuộc một đường thẳng. 

1.4. Cho bất cứ ba điềm A, B3, C nào, bao giờ cũng có 
một mặt phẳng «œ thuộc mỗi điềm đó. Mỗi mặt phẳng 
thuộc ít nhất một điềm. 

15. Cho bất cứ ba điềm A, B, € nào không cùng 
thuộc một đường thẳng, không bao giờ có quá một 
mặt phẳng thuộc mỗi điềm đó. 

1,6. Nếu hai điềm A, B cùng thuộc một đường thẳng ứ 
đồng thời cùng thuộc một mặt phẳng ø thì mọi điềm 
nào khác thuộc đường thẳng œa cũng sẽ thuộc mặt 
phẳng a. 


Định nghĩa 1: Trong trường hợp của tiên đề L6 thỉ 
người ta nói rằng: « đường thẳng ¿ thuộc mặt phẳng ø»; 
hay «mặt phẳng z thuộc đường thẳng œ». 

Như vậy, không phải mọi tương quan «thuộc» đều 
là tương quan cơ bản mà chỉ có các trơng quan « thuộc » 
giữa « điềm » và « đường thẳng » giữa « điềm » và « mš;t 
phẳng » mới là tương quan cơ bản. 

1/7. Nếu hai mặt phẳng cùng thuộc ruột điềm A thì 
chúng sể cùng thuộc ¡t nhất một điềm thứ hai B. 

I8. Có it nhất hốn điềm không cùng thuộc một mL 
phẳng. 


Chú ú: Nếu cứ theo trực giác thì đường thẳng và 
mặt phẳng đều chứa vô số điềm. Nhu: ›ợ tiên đề I,3 chị 
cần công nhận rằng mỗi đường thẳng chửa (thuộc) íC 
nhất hai điềm và tiên đề L4 chỉ cần công nhận rằng 
mỗi mặt phẳng chứa ít nhất mót điềm. Sẽ đi như vậy 
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vì sau này ta có thể chứng minh được rằng đường 
thẳng và mặt phẳng chứa vô số điềm. Theo trực giác 
thì mặt phẳng chứa nhiều điềm hơn đường thẳng nhưng 
số điềm ở trong tiên đề L3 là hai còn số điềm ở trong 
tiên đề l4 chỉ có một. Điều đó không có gì mâu thuẫn 
vì rằng «đường thẳng» và « mặt phẳng » là những đối 
tượng cơ bản, tùy ý muốn tưởng tượng ra cái gì cụ thê 
cũng được, miễn sao hệ tiên đề được thỏa mãn và cho 
đến tiên đề 1,4 thì chưa có gì chứng tô rằng mặt phẳng 
chứa nhiều điểm hơn đường thẳng. 

Với nhóm I, ta chỉ mới có khả năng chứng mình 
rằng mỗi mặt phẳng « thuộc » ít nhất ba điểm. 

Định lý 1: Mỗi mặt phẳng thuộc it nhất ba điềm. 

CHỨNG MINH: Giả sử ebo một mặt phẳng ø. Theo tiên 
đềT,4 nó thuộc ít nhất một điểm Á nào đó. Theo tiên đề 
L8 thì có ít nhất một điềm B không thuộc a. Theo tiên 
đề 1,3 thì còn có một điềm C không thuộc đường thẳng 
AB. Hai mặt phẳng z và ABC cũng thuộc điềm A, vậy 
theo tiên đề I7 chủng còn cùng thuộc một điềm thứ bai 
D. Theo tiên đề I,8 thì có một điềm E không thuộc mặt 
phẳng ABD. Theo tiên đề I,4 thì có mặt phẳng ABE và 
mặt đó khác mặt phẳng ABD. 

Lại theo tiên đề L7 thì hai mặt phẳng œ và ABE còn 
cùng thuộc một điểm F. Theo tiên đề I6 thì F không 
thuộc đường thẳng AB. D và F không thê trùng nhau 
vì nếu thế thì bai mặt phẳng ABD và ÄABE sẽ trùng 
nhau vì cùng thuộc ba điềm A, B, F (theo tiên đề I5), 

Vậy a thuộc ba điềm khác nhau là A, D, E, 

Ta có một mô hình rất đơn giản của nhóm Í bằng 
cách lấy ở trong hình học sơ cấp thông thường một tử 
diện rồi quy ước coi mỗi mặt của nó là một « điềm ›, 
mỗi cạnh cua nó là một «đường thẳng», mỗi đỉnh của 
nó là một «mặt phẳng ». 
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Một « điềm » sẽ gọi là «thuộc» một « đường thẳng » 
(hay «mặt phẳng») nếu mặt tứ diện tương ứng với 
« điểm » có chứa cạnh (bay đỉnh) tương ứng với « dường 
thẳng » (hay «mặt phẳng») đó. 

Độc giả tự thử lấy rằng tất cả 8 tiên đề của nhóm I 
đều nghiệm. 


II — NHÓM II: CÁC TIÊN BỀ VỀ THỨ TỰ 


§18§. Tương quan cơ bản xét trong nhóm tiên đề 
này là tương quan «ở giữa ». 

H. 1. Nếu điềm B ở giữa điềm A và điềm € thì A, B, 
C là ba điềm khác nhau cùng thuộc một đường thẳng 
và B cũng ở giữa C và A. 

IL2. Cho bất cứ hai điềm Á, G, nào, bao giờ cũng cỏ 
it nhất một điềm B cùng thuộc một đường thẳng vời 
hai điềm A, C và sao cho Ö ở giữa A và B. 

1,3. Trong bất cứ ba điềm não củng thuộc một đường 
thẳng không bao giờ có quá một điểm ở giữa hai điềm kia. 

Định nghĩa 2: Một cặp điềm A và B gọi là một đoạn 
thẳng và ký hiệu là AB hay BÀ; các điểm ở giữa A và 
B gọi là các điềm của đoạn AB; A và B gọi là hai đầu 
mút của đoạn. Tất cả các điềm khác thuộc đường thẳng 
AB gọi là các điềm ở ngoài đoạn AB. 

J4. (Tiên đề Patsơ). Cho ba điềm A, B, € không 
cùng thuộc một đường thẳng và một đường thẳng a thuộc 
mặt phẳng ABC nhưng không thuộc điềm nào trong ba 
điềm A, B,C cả. Nếu đường thẳng a thuộc một điềm của 
đoạn AB thì nó còn phải thuộc hoặc là một điềm của 
đoạn AC boặc là một điểm của đoạn AC. 

Chú ý: Tuy tương quan ở giữa không được định 
nghĩa, mô tả gì cả nhưng nội dung của nó đã dần dân 
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hiện ra trong các tiên đề II,1 và H,3. Tiên đề II,1 cho 
biết rằng vấn đề «ở giữa » chỉ đặt ra đối vời ba điềm 
thẳng hàng khác nhau và việc một điểm nào đó ở giữa 
hai điềm khác không phụ thuộc gì thứ tự hai điềm này. 
Tiên đề 1,3 cho biết thêm là trong ba điềm thẳng hàng 
cỏ nhiều nhất là một điểm ở giữa hai điểm kia. 

Các tiên đề II,3 và H,4 cũng đồng góp thêm vào việc 
giới thiệu nội dung của khái niệm «ở giữa ». Nhưng (tác 
dụng chủ yếu của hai tiên đề này là ở chỗ, nhân vấn 
đề «ở giữa», chúng đưa thêm vào những điềm mới. 
Tiên đề II,2 công nhận rằng bao giờ cũng có một điềm 
B ở ngoài một đoạn thẳng AC. Tiên đề II,4 cho biết 
rằng nếu trên đoạn AB có một điềm thuộc a thì ắt là 
trên đoạn ÁC hoặc trên đoạn BC còn có một điềm khác 
thuộc a, Đề nhận thức rõ giả trị hai tiên đề H,2 và 1,4 
la hãy nhớ rằng trước hai tiên đề đó thì ta chưa biết 
gì hơn là « mỗi đường thẳng thuộc ít nhất hai điềm ». 
Bởi vày hai tiên đề này đóng vai trò chủ yếu trong 
chứng minh định lý sau đây (mà với nhóm Í ta chưa 
chứng mình được). 


Định lý 9: Mỗi đường thẳng 


thuộc vô số điềm. Ẹ 
Chứng minh khả phức tạp và 

chia làm ba phần : £ 
1. Nếu B ở giữa Ä và C và ơ 

Cở giữa B và Ð thì B và © H 


đều ở giữa A và D. 

Theo tiên đề I3 có một điềm Â_ 8 (0 
E không thuộc đường thẳng AB. Hình § 
Theo tiên đề II,2 eó một điềm F 
thẲng hàng với E, € và sao cho E ở giữa F và Œ. Ấp 
lụng tiên đề 1L4 vào ba điềm A, E, C và đường thẳng 
FB ta thấy rằng đường thẳng FB phải cắt đoạn AE ớ 
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một điềm G nào đỏ, Cũng theo tiên đề II,4 (áp dụng 
vào ba điềm F, D, € và đường thẳng AE) thì điềm G 
ở giữa E và B, Cũng chửng minh tương tự như vậy 
(Hên đề IH,4 áp dụng vào ba điềm G, B, D và đường 
thẳng CE rồi tiên đề 1I,3) rằng đường thẳng CF cắt 
đoạn GD ở một điềm H nào đó. Ví H ở giữa G và D 
còn E không ở giữa À và G (theo tiên đề II,3), nên, 
lại theo tiên đề IH,4 (áp dụng vào ba điềm G, A, D và 
đường thẳng F©), thì €Œ ở giữa A và D. Cũng chứng 
minh tương tự như vậy là B ở giữa A và D. 
2. Nếu C ở giữa AÁ và D và B ở giữa A và C€ 
thì B eũng ở' giữa A và D và € ở giữa B và D. 
Theo liên đề I3 có một điềm 
F G không thuộc đường thẳng 
AB và theo tiên đề H2 thì có 
một điềm F trên đường thẳng 
BG sao cho G ở giữa F và B. 
Áp dụng tiên đề I4 vào ba 
H điểm A, B, G và đường thẳng 
CF sẽ thấy rằng đường thẳng 
CE không cắt đoạn AG (vì nếu 
nó cắt đoạn AG nó sẽ phải cất 
Hình 9 hoặc đoạn AB, boặc đoạn BG), 
Xét ba diễm A, D, G và đường 
thẳng CE thì đường này phải cắt đoạn GD ở một điềm 
H nào đó (tiên đề II4), sau đỏ xét ba điểm B, D, G và 
đường thẳng FH thì thấy rằng € ở giữa B và D. Cuối 
cùng chỉ việc áp dụng phần chứng mình 1) thì suy ra 
được l ở giữa A và D. 
3. Một đường thẳng thuộc vô số điềm. 
Theo tiên đề I,3 thì một đường thẳng thuộc ÍI nhất 
hai điềm A, lb. Theo tiên đề JI,2 có một điềm € sao chơ 
B ở giữa A và C. Cũng theo tiên đề 1,2 thì có một điểm D 
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sao cho C ở giữa Á và D; D ở ngoài AC nên khác 
B. Lại theo tiên đề IL2 thì ngoài AD có một điềm E, 
Theo phần 2) ở trên thì B ở giữa AD. Theo tiên đề H,3 
thì một điềm đã ở giữa A và thi không thề đồng. thời 
lại ở ngoài AD. Vậy B phải khác E. Œ cũng ở giữa À 





Ẫ 8B C€© 0 ÈE 
dIình 10 


và D nên C cũng khác E. Lại theo tiên đề H12 thì ngoài 
AE có một diềm F và cũng chứng minh tương tự như 
trên là F khác B, G, D, v.v... cử thế mà tiếp tục. 

Định nghĩa 8: Cho ba điểm O, A, B cùng thưộc một 
đường thẳng. Nếu O khòng ở giữa A và B thì ta nói 
rằng A và B ở cùng phía đối với O. Nếu Ó ở giữa Ä và 
B thì ta nói rằng A và B ở khác phía đối với O. 

Dịnh lý 8: Một điềm Q@ thuộc một đường thẳng œ 
chia (ất cả các điểm khác thuộc đường thẳng đỏ ra làm 
hai lớp duy nhất sao cho bất cứ hai điềm nào cùng lớp 
thì ở cùng phia đối với O và bất cứ bai điềm nào khác 
lớp thì ở khác phia đôi với O. 

Ở đây chỉ nêu cách thức chứng minh. Độc giả sẽ tự 
hoàn thành lấy chứng minh bằng cách dựa vào những 
kết quả trong chứng mình định lý 2. 

Trên đường thẳng a, ta lấy một điểm A khác O và 
dùng tiên chuẩn sau đây đề chia các điềm của đường 
thẳng œ (trừ O) ra làm hai lớp. 

— Một điềm M sao cho O không ở giữa A và M thi 
được sắp vào lớp thứ nhất. Điềm A cũng được sắp vào 
Jớp này. 

— Một điềm M sao cho O ở giữa A và M thì được 
sắp vào lớp thứ hai, 
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Với tiêu chuẩn như trên thì mọi điểm M khác O của 
đường thẳng ø đều rơi vào một lớp và chỉ có một lớp 
thôi, nghĩa là không có điềm M nào không ở lớp nào 
cũng như không có điềm M nào lại đồng thời ở cả 
hai lớp. 

Sau đó phải chứng minh các tỉnh chất sau đây của 
hai lớp đó: 

1) Hai điềm Mạ, Mẹ; cùng lớp thì ở cùng phía đối với 
O (phải xét hai trường hợp: Mụ và M; cùng thuộc lớp 
thứ nhất và M;, Mạ cùng thuộc lớp thứ hai. Trong 
trường hợp thử nhất lại phải xét ba trường hợp nhỏ 
My và Mạ ở giữa O và A; M¿ị và Mạ ở ngoài Ó và À 
Mụị ở giữa O và Á còn Mạ ở ngoài), 

2) Hai điềm Mạ và Mạ khác lớp thì ở khác phía với Ơ 
(phải xét hai trường hợp tùy theo điềm thuộc lớp thú 
nhất ở giữa O, Á hay ở ngoài O, A). 

Cuối cùng còn phải chứng minh rằng hai lớp nói trên 
không phụ thuộc điềm A. Muốn vậy phải lấy một điền 
khác A' rồi chứng minh rằng hai điềm nào trước đây 
(khi chọn A) thuộc cùng lớp hay khác lớp thì nay (khi 
chọn A') vẫn thế, 

Định nghĩa #: Mỗi lớp nỏi trong định lý 3 gọi là mội 
nữa đường thẳng hay một fía. Điềm O là gốc của mỗi 
tỉa đó. 

Định lý 34: Mỗi đường thẳng ø của mặt phẳng ø thị 
chia tất cả các điềm không thuộc ø của mặt phẳng œ ra 
làm hai lớp có các tính chất sau đây : 

Hai điềm thuộc hai lớp khác nhau xác định một đoạn 
thẳng có chứa một điềm của đường thẳng a còn hai 
điềm cùng lớp thì xác định một đoạn thẳng không chứa 
điềm nào của a cả. 

Ta không chứng mình định lý này (cách thức chứng 
mỉnh giống như ở định lý 3) nhưng nêu rõ ý nghĩa va 
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giá trị của nó : cho đến nay ta đã biết rằng đ trờng thẳng 
chứa vô số điềm nhưng chưa có gì chứng tỏ rằng tập 
hợp vô số điềm đó là liên tục (đế nhóm tiên đề IV 
thì mỏi chứng mình được sự liên tục đó) ; tuy còn gián 
đoạn như vậy mà đường thẳng đã có khả năng chia 
cắt mặt phẳng khiến cho mọi đoạn thằng có hai đầu 
mút thuộc hai lớp khác nhan thì đều khòng thể đi qua 
một lỗ hồng nào của đường thẳng mà đều bắt buộc 
phải gặp một điềm nào đó của đường thẳng. Muốn hiều 
một cách sâu sắc hơn tại sao lại như vậy đọc giả hãy 
làm các bài tập số 9 và sõ 10, 

Định nghĩa 3: Mỗi lớp nỏi trong định lý 4 gọi là 
một nữa mặt phẳng. Hai điềm Mạ và Mạ cùng thuộc một 
nửa mặt phẳng thì gọi là ở cùng phía đối sởi đường 
thẳng a. Hai điềm Mạ, Mẹ thuộc hai nửa mặt phẳng 
khác nhau thì gọi là ở khác phía đối uới q. 

Định nghĩa 6: Một cặp tỉa h, # cùng gốc O sẽ gọi 
là một góc và ký hiệu là (ñ, ,h)., 


Điềm O gọi là đỉnh góc và h, k gọi là hai cạnh của góc. 


IV — NHÓM III: CÁC TIÊN ĐỀ VỀ ‹TOÀN ĐĂNG › 


§ 19. Các tương quan cơ bản trong nhóm này là: 

« Một đoạn thẳng toki đẳng với một đoạn thẳng khác ». 

«Một góc toàn đẳng với một góc khác», 

Như vậy không phải là tương quan<« toàn đẳng » nào 
cũng là tương quan cơ bản mà chỉ có các tương quan 
toàn đẳng giữa một đoạn thẳng với một đoạn thẳng 
khác, giữa một góc với một góc khác mới là tương 
quan cơ bản. 

HI,1. Nếu A, B là hai điềm thuộc một đường thẳng œ 
và A' là một điềm cñng thuộc đường đó bay thuộc một 
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đường thẳng khác œ'°, thì bao giờ cũng có một điểm B` 
và chỉ một thôi thuộc a'), ở về một phía cho trước của 
điềm A' và sao cho đoạn Al3 toăn đẳng với A'B' (viết 
AB= A'B). Đối với mọi đoạn thẳng AB đều phải có 
tương quan Al= ĐA. 

Định nghĩa 7: Cho hai đoạn AB và CD. Theo tién 
đề III,1 thì trên tia AB có một điểm E duy nhất sao cho 
CD = AE. Nếu điềm E ở giữa A và B thì ta nởi rằng 
đoạn AB lớn hơn đoạn CD. 

HI,2. Nếu hai đoạn A'B' và A''B' đều toàn đẳng với 
một đoạn À3 thị đoạn A'B' toàn đẳng với đoạn thẳng 
Á”*'B'', nghĩa là: 

Nếu A?B'°= AB và A”B”= AB thi À'B'` = A”N”. 

HI,3. Cho ba điềm A, B, €, thẳng bàng (tức là cùng 
thuộc một đường thẳng) với B ở giữa A và Ô và ba 
điểm A°, l*, C? cũng thẳng hàng với B' ở giữa A' và C'. 

Nếu AB= A'B' và BCzẽ B'C' thì AC<= Á'C. 

IH,4. Cho một góc (ñk) mà các cạnh thuộc một mặt 
phẳng ø và một tia ð' cũng thuộc mặt phẳng ấy hay 
một mặt phẳng khác a°. Như thế thì bao giờ cũng cỏ 
một tỉa k' và chỉ một thôi thuộc z), cùng gốc với tia 
h, ở về một phía cho trước của đường thẳng chứa tia 
h` và sao cho góc (Œ®) toàn đẳng với góc (h,): 

ứuj) =(WF) 
Đổi với mọi góc ú, R), ta đều có các tương quan: 
———— —_—— -—m——> -—— 
(h,Ð = 1 và (ñ,R) = (6Ì). 

IHj5. Cho ba điềm A, B, CC không thẳng hàng (không 
cùng thuộc một đường thẳng) và ba điểm A', B', C 
cũng không thẳng hàng. Nếu AB = A'B', AC= A“C' và 
BÁC = AC thì bao giờ cũng có: 


——_ 


ÁBÉC= ABC và ACB= AGŒBE' 
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Chủ ý: Danh từ «toàn đẳng» trong nhỏm JII cũng 
đáng chủ ý. Tại sao lại không dùng danh từ «bằng »? 
Đề hiều rõ vấn đề (ta hãy giả sử rằng ta nghiên cứu 
kích thước của các vật thể. Thế thì đối với ta, bai vật 
thề bằng nhau (theo nghĩa thông thường)hoàn toàn tương 
đương, nghĩa là ta có thề thay thế vật thề này bằng vật 
thê kia mà không hại gì đến sự nghiên cửn. Nhưng nếu 
ta chỉ đặt vấn đề nghiên cứu hình dạng mà thôi thì đối 
với ta, hai vật thể đồng dạng đã !à hoàn toàn tương 
đương rồi. Danh tù «toàn đẳng » có hàm cái ý «hoàn 
toàn tương đương, hoàn toàn bình đẳng»: hai đoạn 
thẳng (hay hai góc) loàn đẳng là hai đoạn thẳng (hay 
hai góc) mà ta có thể thay thế cho nhau trong phạm vi 
nghiên cửu của chúng ta. Trong những mô hình cụ 
thể khác nhau thì «toàn đẳng» sẽ thể hiện ra khác 
nhau, nhưng dù thề hiện ra thế nào thì bai bình «toàn 
đẳng » trong một mô bình nào đó là hai hình hoàn toàn 
tương đương trong mô hình đó. Với nhóm IH ta đã có 
thê chứng minh nhiều định lý quen thuộc như sự bằng 
nhau (toàn đẳng) của các góo vuông, trường hợp bằng 
nhau của các tam giác v.v... có điều là khi chứng minh 
trường hợp bằng nhau của các tam giác thì dựa chủ 
yếu vào tiên đề III,5 chứ không dùng cách dời hình vì 
cho đến nay ta chưa định nghĩa dời hình là thể nào 
và thiết lập các tỉnh chất của nó. Ta không chứng mính 
các định lý quen thuộc đó mà chứng mình các định lý 
Sau đây : 

Định lý 5: 1) Nếu AB = A'B' thì AB œ BA", 

2)AB=AB 

3) Nếu AlB = A'B' thì Á'B' < AH. 

4) Nếu AB= A'B' và A'P°= AB” thì AB= AB” 

CHỨNG MINH: 1) Ta có ABZA'B' (giả thiết) 

B!A'=A?B' (tiên đề H1,1) 
do đó AB=B'A' (Hên đề IN,2) 
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2) Ta có Ab= BÀ (tiên đề HH1) 
đo đó AB = AB (áp dụng phần 1) 

3) Ta có A'B'= A'B' (áp dụng phầa 2). 

AB = A'P' (giả thiếp 
đo đó Á*B'= AB (tiên đề IH,2). 
4) Ta có AB=A'B' Giả thiết 
À”PB'=ATP' (giả thiết rồi áp dụng 3) 
đo đó AB A”B” (tiên đề HH2). 

Từ đây trở đi, ta có thê viết các tương quan toàn 
đẳng mà không cần phân biệt thử tự hai đầu mút của 
các đoạn thẳng, thứ tự các vế và có thê nỏi: «hai đoạn 
thẳng toàn đẳng » với nhau. 

Định lý 6: Mỗi đoạn thẳng có một điểm duy nhất 
chia nỏ ra thành hai đoạn toàn đẳng với nhau. 

CHỨNG MINH: Cho đoạn 
thẳng AD. Ta lấy một điềm M 
ngoài đường thẳng AB và dựng 
tia AM. Sau đó về phía bên 
kia điềm M (đối với đường 
thẳng AB) ta dựng tia BN 
sao cho 

BAM= ÃBÑ(Áp dung II, 4). 
Trên tia AM ta lấy một điềm 

Hình 11 C rồi trên tia BN ta lấy điềm 

D sao cho AC=BD (Áp dụng 

1H, 1). Theo định lý 4 thì đoạn CD cắt đường thẳng AB 
ở một sieu O. lu hãy chứng mình rằng OA œ OÖ, 


Quả vậy ABC = AñD (vì AC=BD, AB Trong: CAB= TRÀ) 


Ạ 
do đỏ CB = ÀD, Ta lại có ACD = -HÊD vì (CB = AI; 
BD= Bà Bài 9 CD) nên ACD=ZBDÈ. Từ đỏ suy ra dễ 
dàng ACo=BÖo (vì AC= BD, ACD=EDC,CAB=PBÄ), 
do đỏ OA = 0B, 
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Ta chủ ý rằng A và B phải ở khác phía đối với O, 
nếu khòng thì, theo tiên đề III,† A và B sẽ trùng nhan. 
Vậy O ở giữa A và B. 

Bày giờ giả sử có một điềm O' (cũng ở giữa Á và B) 
sao cho O'A =OB. Đẻ định ý, ta giả sử thêm là O ở 
giữa À và O'°. Như thế thi theo chứng minh ở định lý 2, 
O` sẽ ở giữa O và B. Trên tia O°B ta lấy điềm O, sao 
cho Ó”Öy¡ = Ø7O. Vị AO? = BO“”, O?Ô; =O'O và vì thứ 
tự Á, Ó°, Õ¡ trùng với thứ tự 8, ÓO°, O nên, theo tiên đề 
HI3 thì AO;==BO; nhưng AO = BO nên, theo tiên đẻ 
HI2, thì AO;, = AO và theo tiên đề IHH,1 thi O; trùng 
với Q. Nhưng như thế thì O ở giữa O' và B (vì trùng 
với O\), điền đỏ trái với tiên đề H3 vì O' đã ở giữa O 
và B rồi). 

Ý nghĩa của định lý 6 là ở chỗ trong lúc không gian 
còn chưa liên tục, một đoạn thẳng còn nhiều lỗ hồng, 
nhưng lý luận đẩ cho biết rằng bất cứ đoạn thẳng nào 
cũng khòng có lỗ hồng ở chính giữa. 

Định nghĩa 8: Cho bai tập hợp điềm Ù và Ú'; nếu 
giữa các điềm của hai tập hợp đó có mội liên hệ một 
đối một sao cho với bất cứ hai điềm A, B nào của U 
và bai điểm tương ứng của A'B' của U ta cũng có 
AB=A'"Ð' thì ta nói tằng cỏ một phép dời hình biến U 
thành Ú' (và phép đời hình đảo ngược biến Ú” thành Ú). 

Dựa trên định nghĩa này và các tiên đề đã có, người 
ta chứng mỉnh được các tính chất quen biết của phép 
đời hình. 

Chú ú : Hai tập bợp Ù và Ủ* có thể trùng nhau (trong 
tr ường hợp này mỗi điềm của U lại tương ứng với một 
điềm khác của U) và có thê là toàn thể không ø gian (hay 
toàn thể mặt phẳng — nếu là hình học phẳng —). Ví dụ, 
sau này khi ta nói: «dời tam giác ABC cho đến vị trí 
A'B'C' › thì cần hiều câu đỏ như sau: ta thiết lập nên 
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một liên hệ một đối một bảo toàn khoảng cách giữa 
các điềm của mặt phẳng ABC (tập hợp U) và mặt phẳng 
A'B'C' (tập hợp Ú') sao cho điềm A ứng với điềm A', 
B với BỶ và € với Œ., 

Cũng cỏ những tác giả coi «dời hình» là khải niệm 
cơ bản, đề ra một số tiên đề về khái niệm đó rồi sau 
đó thì định nghĩa khái niệm «toàn đẳng ». Trong táo 
phẩm của Ơclit và các sách giáo khoa bình học sơ cấp 
thì đời hình được quan niệm một cách trực giác, không 
có cơ sở lôgic. 


V_— NHÓM IV: CÁC TIÊN ĐỀ VỀ LIÊN TỤC 


§ 20. Trong nhóm này không có thêm tương quan cơ 
bản nào mới. 

VI, 1 (tiên đề Ácsimét). Cho bất cứ bai đoạn thẳng 
AB và CD nào thì bao giờ cũng có một số giới nội 
những điểm Á;, A›, À¿... Á, thuộc đường thẳng AB, 
sắp đặt sao cho A; ở giữa A và AÀ¿, As ở giữa Á¡ và 
Àạ, Àa ở giữa Aa và HT Â~1 ở giữa Án~3 và Ân; 
Bở giữa A và A„ và sao cho các đoạn AÁi, Ai Â¿,..., 
Aa-i Áa đều toàn đẳng với đoạn CD (hinh 12). 


A Ai A¿ Aa Ân? An 
——_—21———————tr— 
8 
c D 
Hình 139 


IV, 2 (Hiên đề Cănglo). Cho một liệt vô số đoạn 
thẳng A:B;, A;¿B;, AsB¿,..., A,B,,... mà các đầu mút 
cùng thuộc một đường thẳng a. Nếu liệt các đoạn 
thẳng đỏ thỏa mãn hai điều kiện sau đày: 
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1) Mỗi đoạn của liệt chửa các đầu mút của đoạn đi 
liên sau : 

2) Cho trước bất cử đoạn thẳng nàơ thì ta cũng tìm 
được một số tự nhiên n sao cho đoạn A-B„ của liệt bé 
hơn đoạn thẳng cho trước đó, 

thì có một điểm X thuộc tất cả các đoạn thẳng 
của liệt, 

Ai À2 Aä An Ba 8: 8a Ôi 
x< 
Hinh 13 

Theo các điều kiện trong tiên đề ta suy ngay ra rằng 
điềm X đỏ là duy nhất. Quả vậy, nếu còn điểm thứ 
hai Y cũng thuộc tất cả các đoạn của liệt thì với bất 
cử số n nào ta cũng có An Ba > XY, điều trái với giả 
thiết rằng cho trước bất cứ đoạn nào thì cũng tìm 
được n khá lớn sao cho AaBÐ;, nhỏ hơn đoạn đó. 

§2l1. Hai tiên đề Acsimét và Căngto làm cơ sở 
lôgic cho việc đo đoạn thẳng tức là làm cơ sở cho 
việc đưa các số vào trong hình học. 

Định ngl†a 9: Giả sử ta tìm được một bàm số của 
các đoạn thẳng (tức là ứng với mỗi đoạn thẳng thì có 
một số) thỏa mãn các điều kiện sau đây : 

1) Hàm số lấy giá trị dương với bất cứ đoạn thẳng 
nảo. 

2) Nếu hai đoạn thẳng mà toàn đẳng với nhau thì 
các giá trị tương ứng của hàm số bằng nhau. 

3) Nếu điềm B ở giữa A và C thì giả trị của hàm số 
ửng với đoạn AOG bằng tông các giá trị của hàm số 
ứng với các đoạn Ái và BC. 

4) Ứng với một đoạn UV cho trước bàm số lấy giá 
trị 1. 
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Như thế thì giả trị của hàn số ứng với đoạn thẳng 
nào sẽ gọi là độ dài của đoạn đó. Đoạn ỦV chọn trước 
sẽ gọi là đơn vị dài. 

Có một hàm số như vậy hay không và nếu có thì có 
bao nhiêu? 

Đó là một vấn đề mà ta phải giải quyết. Cụ thể là 
ta phải chứng mình định lý sau đây: 

Định lý 7: Khi đơn vị dài UV đã được chọn thì mỗi 
đoạn thẳng có một độ dải duy nhất. 

Đề khỏi phải mò mẫm trong việc tìm một hàm số 
như trên, ta hẩy chứng minh tính duy nhất trước. 

A, Aiỗi đoạn thẳng không thề có guá một độ dài. 

Giả sử la đã tìm ra được một hàm số f thỏa mãn 
các điều kiện trên. 

Hàm số đó còn thỏa mãn thêm các điều kiện sau : 

õ) Nếu AB> A'B' thì f (AB) >f (A'B). Quả vậy 
AB>A'B' có nghĩa là giữa A và B có một điềm C 
sao cho AC< À'3'. Theo điều kiện 3) thì 

f(AB) = f(AC) + f(CB) 

Theo điều kiện 2) thì f(AC) =f(A'B') và theo điều 

kiện 1) thì f (CB) > O nên: 
f(AB) > (A'B) 

6) Khi chia đơn vị ra làm 2° phần toàn đẳng với 
nhau (cỏ thể chỉa được nhờ định lý 6) thì giá trị của 
. Quả vậy, chia 





hàm số ƒ ứng với mỗi phần đó là 5 
„n 


đôi đơn vị UV ra bằng điềm U¡, ta có : 

f (UU,) =f(U¡V) (điều kiện 2). 

f(UÙ,) +f(U;V) = f(UY) = 1 (điều kiện ð và 4) do 
đó suy ra f(UU¡) = = Cũng chứng minh tương tự 
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như vậy nếu chia đôi UƯy bằng điềm U¿ thì f(UUạ) = 
T+ V,V,., 

Bây giờ ta hãy xét một đoạn thẳng bất kỷ AB và giả 
sử f(AXB) = a. Ta hãy nghiên cứu xem số œ này phải 
như thế nào. Muốn vậy trên tía AB, (ta lấy các đoạn 
AÁ, A¡Â¿, v.v... toàn đẳng với ỦV. Nếu chẳng bạn 
điểm A„ trùng vời B thì các điều kiện 2 và 3 buộc 
rằng a=n. Nếu trong các điềm A,. A¿... không có điểm 
nào trùng với B thì, theo tiên đề Acsimét, ắt có hai 
điềm A, và Az¿; sao cho B ở giữa À, và An¿i. Như 
vậy, theo điều kiện ñ ta phải có: 

n<<q< "n-+} Í 

Đề xác định ứ một cách chính xác hơn, ta chia đôi 
đoạn A„A„„¡ bằng điềm P.. Tùy theo B trùng với Pạ, ở 
bèn trải hay bên phải điềm đó mà ta phải có (áp dụng 
các điều kiện 2, 3, 5, 6) theo thứ tự: 


1 

đ=in-+ % 
1 
HS T ,0 SG net 


n+><a<n+1 


Trong trường hợp đầu thì ta xác định được trị số đẳng 
của «. Trong hai trường hợp sau, trị số của a được xác 
định ly lại — ; muốn có một kết quả chính xác hơn 


thì ta lại chia đôi đoạn có chứa điềm B trong hai đoạn 
ẢnĐP¿ và Pụ An,y; nếu B trùng với trung điềm Dạy của 
đoạn đó thì ta có được trị số đúũng của ø còn nếu không 


thì trị số của a được xác định ly lai và ta lại tiếp tục 
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giống như trên. Quá trình làm như trên gọi là phép đo 
đoạn AB với đơn vị UV. Qua phép đo ta thấy rằng số 
œ phải là một số có dạng: 


HN nạ nạ Hụ 
D Sơ P khi 8 +... + Bn +.-.. 
trong đó n chỉ số đơn vị chứa trong AB, nị là 1 hoặc 
0 tùy theo, ngoài n đơn vị ra, đoạn Al có chứa thêm 
được một nửa đơn vị hay không; nạ cũng là 1 hoặc 0 
tùy theo ngoài n đơn vị và nị nửa đơn vị ra, đoạn À 
có chứa thêm được một phần tư đơn vị bay không v.v... 
Để cho tiện fa sẽ viết số trên dưới dạng một số nhị 
phân: 
n, Tụ nạ Hạ... nụ... 

Số nhị phân này có thể là hu hạn nếu B trùng với 
một trong các trung điềm P¡, Pạ...P,,... mà ta dựng nên 
trong phép đo, hoặc là vô hạn nếu điềm B không trùng. 
với điềm nào trong các điềm đó cả, Ví dụ nếu AB chứa 
một đơn vị thêm một phần tư và một phần mười sáu 
đơn vị thì a=1,0101 (B trùng với Pạ). Số nhị phân tìm 
ra trong phép đo như trên ta sẽ gọi là số đo của đoạn 
AB. Lý luận ở trên cho phép ta kết luận: nến có một 
hàm Ÿ của các đoạn thẳng thỏa mần các điều kiện trong 
định nghĩa 9 thì giá trị f (AB) của nó ứng với bất cử 
đoạn AB nào phải bằng số đo của đoạn AB. Do đó nếu 
ta có hai hàm f¡ và f¿ cùng thỏa mần các điều kiện trong 
định nghĩa 9 thì hai hàm đó phải đồng nhất vi rằng, với 
bất cứ đoạn AB nào, ta cũng có: 

f (AB) =f;(AB) = số đo của AB. 

B. Mỗi đoạn thẳng quả có một độ dài, 

Ta hãy xét hàm số f(x) = số đo của #, trong đó # là 
một đoạn thẳng biến thiên và nghiên cứu xem nó có 
thỏa mãn cả bốn điều kiện trong định nghĩa 9 không. 
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Trước hết, rõ ràng số đo của mọi đoạn thẳng đền dương 
nên Íx)>0 với mọi x; vậy điều kiện 1) được thỏa 
mãn. Šau nữa nếu x là đoạn ỦV thì rõ ràng số đo của 
ỦV là 1: f(UV) =1 nên điều kiện 4) cũng thỏa mãn. 
Bảy giờ ta hãy xét hai đoạn AB và CD toàn đẳng 
với nhau. Đề đo bai đoạn đỏ, ta lấy theo thứ tự trên 


hai tia ÁB và CD những điểm A¡, À¿, Aa,..., C¡, Cạ Cạ,... 
Sao cho 
AA:=AÁ,A;=A;Às=... = CỐ; = 


= ¡Ca = CạCa = CạC =... ==UV. 


Nếu Ä, ở giữa A và B thì C¡ ở giữa € và D. Quả vậy, 
trên tia CC; ta hãy lấy điềm Dạ sao cho C¡ ở giữa C và 
D, và sao cho C,D;, = A¡B. Theo tiên đề 111,3 thì AB =CD; 
rồi theo tiên đề H,2 thì CD œ CD: và theo tiên đề HI,1 
(thì Dị trùng với D tức là C¡ ở giữa € và D. Ta cũng lý 
luận tương tự như vậy rằng nếu A¿; ở giữa A; và B thì 
Q¿ ở giữa C¡ và D v.v... Từ đó suy ra rằng các số đo 
của AB và CD phải có chung phần nguyên n. Đến khi 
chia đòi đoạn A, Aa¿¡ bằng điềm P¿ và đoạn Can¿; 
bằng điềm Q¡ thì cũng lý luận tương tự như trên ta sẽ 
thấy rằng vị trí tương đối của B và Pạ trên đoạn A,Aa¿¡ 
cũng giống vị trí tương đối của D và Q¿ trên đoạn 
C;C;¿¡ do đó các số đo của AB và CD có chung con số 
nhị phân thứ nhất n,. Cũng lý luận tương tự như vậy, 
ta sẽ thấy chủng có chung con số nhị phân thứ hai nạ, 
rồi nạ v.v... Vậy: 
số đo AB = số đo CD 

nên điều kiện thứ hai trong định nghĩa 9 được thỏa mẫn. 

Đề chuẩn bị xét điều kiện 3) trong định nghĩa 9, ta 
chứng minh hai mệnh đề phụ : 

a) Cho bất cứ đoạn PQ nào thì cũng tìm được một 
số tự nhiên sao cho khi chia đơn vị UV ra 2" phần 
bằng nhau thì mỗi phần sẽ nhỏ hơn PQ. Quả vậy, nếu 
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với bất cử số n nào, mỗi phần chỉa ra cũng lớn hơn 
hay bằng PQ thì như vậy là, dù gấp PQ lên bao nhiêu 
lần ta cũng không được một đoạn lớn hơn UV. điều trái 
với tiên đề Acsimét. Từ mệnh đề này ta rút ra kết luận 
là trong số đo của một đoạn thẳng không thê có tình 
trạng là tất cả các con số nhị phân, kể từ một con nào 
đó trở đi, đều là 1. Quả vậy, giả sử n„_¡ bằng 0 và từ 
nụ trổ đi thì toàn là 1. Như thế thì tất cả các đoạn 
PyP,vy, DyP¿,s, PyPy¿s,.. đều chứa điềm B và như vậy 
là dù ¿ lớn bao nhiêu thì đoạn P,Py,¡ vẫn lớn hơn đoạn 
BDy, điều này trải với mệnh đề ở trên (hình 14). 


8 
— _° 
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Hình 1á 


Sự kiện này khiến ta so sánh được dễ dàng các số 

đo. Giả sử ta có bai số đo : d—n, my tạ... Hụ xa... 

b=—m, mị mạ... ty Iny ;ị... 
Nếu n—m, nạ—=m, nạ m¿,..., nụ == H v Và ny¿i = Ö, 
I1yvì = L thì ta có thể kết luận ngay x là b—>a. 

b) Nếu AB<CD thì số đo của AB nhỏ hơn số đo 
của CD. 

Vì AB< CD nên trên đoạn CD có một điểm C' sao 
cho AB= CC". Theo trên thì số đo AB =số do CC). Vậy 
ta sẽ so sánh số đo của CC” với số đo của CD. Nếu số 
đơn vị chứa trong CC” mà nhỏ hơn số đơn vị chứa trong 
CD thì sự việc quá rõ ràng. Sau đây ta giả thiết CC? và 


* Đối với các số nhị phân không phải là số đo thì chưa kết 
luận như vậy được vì chẳng hạn 1.11000... và 1,10111... biều điễn 
cùng một số cũng như trong hệ thập phân thì 1,230000... và 
1,299999... biều điễn cùng một số. 
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CŨ cùng chứa một số đơn vi như nhau và các số của 
chúng theo thứ tự là: 
4 = ñ, Hị Hạ.... fụ.... 


b=n, mị mạ....1my.... 


Rhông thể xây ra tỉnh trạng là các con số nhị phân 
tương ứng của ø và b đều như nhau vì rằng nếu thế thì 
tức là mỗi lần chỉa đôi (trong phép đo), cả hai điềm C“ 
và D đều nẫm về một phía của trung điềm tương ứng; 
điền này không thể xây ra vì nếu thế thì dù chia đòi 
mãi đơn vị ra, mỗi phần chia bao giờ cũng lớn hơn đoạn 
C'D, điều trái với mệnh đề a). Vậy ắt là đến một lần 
chia đôi nào đó, C° sẽ ở bên trải và D ở bên phải trung 
điềm tương ứửng. Lúc đỏ trong œ ta có 0 và trong b ta 
có 1, do đó aq<<b. 

Bây giờ ta xét điều kiện 3). Cho một đoạn AC bất kỳ 
và một điềm B nào đó thuộc đoạn ấy. Gọi a, Ð, e là các 
số đo của ÁB, BC và AC. Ta phải chứng minh rằng 

c=qa+b 


Ta hãy chọn một số tự nhiên n rồi chia đơn vị ra 2" 
phần bằng nhau và gọi mỗi phần đó là u. Trên tỉa BA 
ta lấy các đoạn BÀ,, A¡A¿... mỗi đoạn bằng u. Theo tiên 
đề Acsimét, trong số các điễm Á¡A¿, thế nào cũng có 
hai điểm y và A,,¡ sao cho Ay thuộc đoạn BA hay 
trùng với ÀA và đoạn BAy,; chứa điềm A. Ta cũng xác 
định tương tự như vậy các điềm C¡ và ¡;¿¡ bằng cách 
lấy trên tia BC các đoạn BƠ, C¡C¿... bằng ú, 

Rồ ràng là : 

BA, < AB < BÀ, 
BC, < BC < BQ¡„„. 
AxÖi Š AC < Âu¿n Giặt. 


Do đỏ theo mệnh đề b, ta có các bất đẳng thức sau 
giữa các số đo: 

















k k 
on S a< „n 
I i+1 
n k b< 2n 
Độ : < t+L+2 
9n 9n 
từ đỏ ta có: 
KT cu g0 2v he s2 
an 
Vậy | gu S— 
' | 2n=l 





Vì n có thể chọn lờn tùy ý nên ta kết luận a-++b—c=0 
hay c=d--b. 

Tóm lại, hàm số f (x) = số đo của +, quả là thỏa 
mẩn cả bốn điều kiện trong định nghĩa 9. Vậy mỗi 
đoạn thẳng # quả có một độ dài và độ dài ấy chính là 
số đo của z, 

Chủ ý: Trong quá trình chứng mỉnh cần phải phân 
biệt rổ hai khái niệm «độ dài» và «số đo » (sau khi 
chứng minh xong thì hai khái niệm đó thống nhất làm 
một). Hai phần À và B của chứng minh là bai phần đảo 
ngược nhau. Trong phần À ta đã chứng minh rằng nếu 
một đoạn thẳng cỏ một độ dài thì độ dài đỏ ắt phổi là 
số đo của đoạn thẳng và trong phần B ta đã chứng 
mỉnh rằng số đo của mỗi đoạn thẳng quả là độ dài 
của nó. 

Độ lớn của các góc cũng được xác định một cách 
tương tự có điều là không cần thêm một tiên đề giống 
như tiên đề Áosimét yị ta có thể chứng minh được một 
mệnh đề như thế với các góc. 
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§ 22. Mỗi đoạn thẳng có một độ dài và độ dài đó là 
một số thực đương. Một vấn đề mới đặt ra là: để biều 
diễn độ dài của tất cả các đoạn thẳng trong không gian 
thì có cần dùng hết tất cả các số thực đương không. 
Ta sẽ nghiên cứu vấn đề này. Cụ thê là ta sẽ chứng 
mình định lý sau đây : 

Định lý 8: Cho trước bất cứ số thực dương nào, 
trong không gian bao giờ cũng cỏ một đoạn thẳng có 
độ dài bằng số thực đó. 

CHỨNG MINH : Ta hãy biêu diễn số thực dương cho 
trước dưới dạng một số nhị phân n, mị nạ... 


Ta lấy một tia À z và trên tỉa đó dựng các đoạn AAi, 
Ái À¿,..., An An,,, mỗi đoạn bằng đơn vị dài. Ta chia 
đôi đoạn Áa Aa+; bằng điềm Pạ. Ta quy ước gọi nửa về 
phia điềm A là nữa « trái » còn nửa kia là « phải». Ta 
cũng sẽ quy ước như vậy đối với mọi đoạn kbác của 
ta Àz khi mà ta phải chia đôi đoạn đó. Tùy theo n,=0 
hay „= 7 mà ta lấy nửa trải bay nửa phải của đoạn 
Aa Âa.¡. Nửa được lấy sẽ ký biệu là lj. Ta chia đôi h 
bằng diềm P¿ và tùy theo nạ=0 hay nạ = ƒ mà lấy nửa 
trái hay nửa phải. Nửa được lấy sẽ ký hiệu là !¿. Cứ 
thế mà tiếp tục thì ta sẽ được một liệt đoạn thẳng: 


l, lạ, ls,... 


Nếu số nhị phân mà hữu bạn và kết thúc ở con số 
nhị phân nụ (ny=f vì nếu nạ =0 thì số nhị phân phải 
coi là kết thúc trước n¿) thì rồ ràng đoạn AP, có độ 
dài bằng m, mị nạ...n,. Sau đây ta sẼ giả thiết số nhị 
phân nói trên là vô hạn (không kể trường hợp một số 
hữu hạn viết thành vô hạn như 1,011 viết thành 
1,01011111...). Theo cách đựng các đoạn i¡, i¿,1s,... thì 
mỗi đoạn trong liệt này, từ Í¿ trở đi, có một đầu mút 
trùng với một đầu mút của đoạn trước và có tất cả các 
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điềm khác nằm trong đoạn trước đó. Tuy nhiên không 
thể xây ra tình trạng là kê từ một đoạn l„ nào đó.trở 
đi, tất cả các đoạn trong liệt đều có chung một đầu 
mút (vì rằng số nhị phân nỏi trên là vô hạn nên không 
thê xây ra tình trạng là kề từ một con số nhị phân nào 
đó trở đi ta có toàn 0 hay toàn 1). Vì vậy trong số các 
đoan từ ỉ¿ trở đi thế nào cũng có một đoạn nào đó 
Ủg¡ có cả hai đầu mút nắm trong í¡; rồi trong số các đoạn 
từ E + trở đi thể nào cũng cỏ một đoạn nào đó 
lạ, có cả bai đầu mút nằm trong „v.v... Như vậy là 
ta có liệt các đoạn ,íp,, ly › by... bo: đó mỗi đoạn 
chứa các đầu mút của đoạn đi liền sau. Ngoài ra theo 
mệnh đề phụ a) mà ta đã dùng khi chứng minh phần 
B của định lý 7, thì không thể có đoạn thẳng nào nhỏ 
hơn các đoạn của liệt ï¡, hp , N ,.„- Vì vậy, đối với liệt 

này (a có thể áp dụng tiên đề Căngto đề quả quyết. 
rằng eó một điềm l duy nhất thuộc tất cả các đoạn của 
liệt đó. Dĩ nhiên B cũng thuộc tất cả các đoạn của 
liệt lạ, lạ, !ạ,... Đem đo đoạn AD như trên ta đã thấy 
ngay rằng độ đài của nó bằng số thực dương đã cho. 

Ta cũng có một định lý tương tự với các góc. Muốn 
chứng minh định lý này phải dùng một định lý đối 
với góc giống tiên đề Căngo. 

§23. Các định lý 7 và 8 cho phép ta áp dung số học 
và đại số vào hình học. Ví dụ, bây giờ ta có thể chứng 
mỉnh đễ dàng định lý sau đây : 

Định lý 9: Trong mỗi đoạn thẳng cỏ những điềm 
chia đoạn đó ra phần toàn đẳng với nhau. 

Ta hãy lấy một đoạn bất kỳ AB. Theo định lý 7, nó 
có một độ dài ứ, Dùng phép chia các số thực, ta có số 
-—, Theo định lý 8 và tiên đề IHI,1 thì trên tia ÁB có 


" 
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những điềm Ai, Az,..., A„_s, Aa- sao cho các đoạn AA¡, 
AiÄ¿,... An g An~¡ Có cùng độ đài là 
1 
Âu .. Anc¡ chính là các điềm phải tìm. 
Dựa trên bốn nhóm tiên đề I— IV, ta có thể đề cập 
đến vấn đề tọa độ. 





Rồ ràng À¿, 


* 


Tọa độ trên một đường thẳng: Ta hãy lấy một đường 
thẳng a. Trên a ta chọn một điềm O gọi là gốc tọa độ 
và quy ước gọi một trong hai tỉa xác định lên trên 
đường thẳng « bởi điềm O là tia dương và tia kia là 
âm. Ngoài ra ta lại chọn một đoạn làm đơn vị. Sau đó 
thì hoành độ các điềm trên đường thẳng a được xác 
định như thông thường (mà ai cũng biết). 

Tọa độ trong mặt phẳng: Ta sẽ làm khác cách thông 
thường một chủt (như ở bình 1 chử không phải như 





$M 
sỡ 
ˆ=-....... 
0 M' + 
Hình 15 Hình 16 


ở hình 16). Sở đï như vậy là vì nếu làm như ở hình 
16 thì khi cho trước hai tọa độ x, y chưa chắc ta đã có 
điểm M tương ứng vì chưa cỏ tiên đề Ơclit thì chưa 
chắc hai đường thẳng vuông góc theo thứ tự với O„ Oy 
ở M' và M” chưa chắc đã cắt nhau. 
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Tọa độ trong khóng gian: (như hình 17). 

Như thế là ta đã thiết lập được liên hệ một đối một: 

— Giữa tập hợp các 
điềm trên một đường 
thẳng và tập hợp các số 
thực. 

Ỹ — Giữa tập hợp các 
điềm của một mặt phẳng 
với tập hợp các cặp số 
thực sắp thứ tự. 

— Giữa tập hợp các 
điềm của không gian 
với tập hợp các bộ ba số 
thực sắp thứ tự. 

Các tọa độ trên mặt phẳng và trong không gian xác 
định như trên gọi là tọa độ Đềcác. Vì chưa có tiên đề 
Ơolit nên chưa chứng mình được một số tính chất quen 
biết của tọa độ Đềeác như công thức biểu diễn khoảng 
cách giữa hai điềm tọa độ của hai điềm đó (vì chưa 
có định lý Pitago, một hệ quả của tiên đề Ơclit). 


~_Ý—=——_——— 


Hình 17 


§ 24. Hai tiên đề Acsunét uà Căngto tương đương 0ới 
tiên đề Đơdokin (Dedekind ). 

Định nghĩa 10: Nếu bằng một tiêu chuần nào đó 
ta chia được tập hợp tất cả các điềm trên một đường 
thẳng (hay trên một tia, hay trên một đoạn thẳng) ra 
làm hai lớp thỏa mãn các điều kiện sau đây : 

1) Mọi điềm của đường thẳng đều rơi vào một lớp 
mà chỉ một lớp thôi (nghĩa là tiêu chuần dùng để chia 
lớp phải làm sao cho không có điềm nào không biết sắp 
vào lớp nào và cũng không có điểm nào có thể sắp 
được cả vào hai lớp). 

2) Lớp nào cũng có ít nhất một điểm, 
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3) Bất kỳ điềm nào của lớp thử nhất đều đi trước * 
bất kỳ điềm nào của lớp thứ hai 

thì ta nói rằng ta đã tạo nên một ilđf cắt trong tập 
hợp tất cả các điềm của đường thẳng đó. 

Tiên đề Đơđơkin : Nếu ta tạo nên một lát cắt trên 
một đường thẳng (hay trên một tỉa, hay trên một đoạn 
thẳng) thì hoặc là lớp đầu có điểm cuối cùng và lớp 
sau không có điềm đầu tiên, hoặc là lớp sau có điểm 
đầu tiên và lớp đầu không có điểm cuối cùng. 

Dựa ảo các nhóm tiên đề I, II, III, IÝ thì chứng 
mình được tiên đồ Đơđơkin. 

Giả sử ta đã tạo nên một lát cắt trên một đường 
thẳng a. Có bốn trường hợp có thể xây ra: 

a) Lớp đầu có điềm cuối cùng và lớp sau có điềm 
đầu tiên. 

b) Lớp đầu không có điềm cuối cùng và lớp sau 
không có điềm đầu tiên. 

e) Lớp đầu có điềm cuối cừng và lớp sau không có 
điểm đầu tiên. 

dì Lớp đầu không cỏ điềm cuối cùng và lớp sau có: 
điềm đầu tiên. 

Để chứng minh tiên đề Đơđơkin thì chỉ việc bác bỏ 
hai trường hợp đầu. 

— Trường hợp a): Gọi X là điểm cuối cùng của lớp 
đầu và Y là điềm đầu tiên của lớp sau. Theo định lý 6 
thì đoạn XY có một trung điềm duy nhất M. Điễm M 
không thuộc lớp đầu vì nó đi sau X, nó cũng không 


* Đề tránh cho giáo trình khối quá rườm rà, trước đây ta 
đã không định nghĨa chính xác khải niệm «đi trước». Về 
phương điện trực giác, nếu ta hình đụng đường thẳng nằm 
ngang thì «đi trước» là «ở bên trái», Ta tạm bằng lòng với 
nhận thức trực giác. 
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thuộc lớp sau vì nó đi trước Y. Vậy M không rơi vào 
lớp nào cả, điều đỏ mâu thuẫn với định nghĩa 10 (điều 
kiện 1). Mâu thuẫn này bác bổ trường hợp a). 

— Trường hợp b): Ta lấy một điềm A; của lớp đầu 
và một điểm Bị của lớp sau. Vì ở lớp đầu không có 
điềm cuối nên sau điểm AÀ¡ ta có thể lấy được một 
điềm A;. Củng vậy vì ở lớp sau không có điềm đầu 
tiên nên trước l¡ có thê lấy được một điểm B¿, xong 
ta lại lấy ở trong lớp đầu điềm Aa¿ sau A¿ và lấy ở trong 
lớp sau điềm lạ trước B; v.v... Cứ thế ta cỏ một liệt 
các đoạn A¡By, A;B;, AsBa..., trong đó mỗi đoạn chứa 
các đầu mút của đoạn đi liền sau. Ta hãy chứng mỉnh 
rằng có thể chọn liệt đó sao cho với n khá lớn thì 
An Bạ sẽ nhỏ hơn bất kỳ đoạn u nào cho trước, Giả sử 
rằng đù chọn cách nào thi A,B, cũng không nhỏ hơn 
¡ đù niớn bao nhiêu. Như vậy có nghĩa là khoảng cách 
từ một điềm của lớp đầu tởi một điềm của lớp sau 
không thể nhỏ hơn ứ, Ta chọn một đoạn œ' nhỏ hơn ú 
rồi trên tỉa AIBi đặt các đoạn A:Öt, €¡G¿ C;Oa..., bằng 
u°. Như thế thì ; sẽ thuộc lớp đầu (vì À¡Ca < u) và 
do đó C¿ cũng thuộc lớp đầu và cứ tiếp tục lý luận dây 
chuyền như thế thì ta sẽ thấy rằng tất cả các điềm C;¿ 
đều thuộc lớp đầu. Nhưng theo tiên đề Acsimét thì ắt 
có một C„Cna,¡ chứa điểm B, tức là CaB¡<< << tt, điều 
trái với giả thiết trên kia rằng khoảng cách giữa hai: 
điềm thuộc hai lớp khác nhau không thể nhỏ hơn ú, 

Đến đây ta có thể áp dụng tiên đề Căngto và liệt 
A¡A¿, AsB;.. mà quyết đoán rằng có một điềm X thuộc 
tất cả các đoạn của liệt. Nếu X thuộc lớp đầu thì ở 
trong lớp này, sau X còn có một điềm A, nào đó (vỉ 
lớp đầu không có điềm cuối). Nhưng ở lớp sau ta có thê 
chọn một điềm gần X bao nhiêu cũng được nên có thể 
chọn một điềm B„ với XB, <XA, tức là Bạ đi trước Ap, 


58 


điều trải với định nghĩa 10 (điều kiện 3). Vậy X không 
thề thuộc lớp đầu. Lý luận tương tự như trên sẽ 
thấy rằng X cũng không thể thuộc lớp sau, điều đó mâu 
thuẫn với định nghĩa 10 (điều kiện 1). Mâu thuẫn này 
bác bỏ trường hợp b. 

Dựa ào các nhóm tiên đề I, II, III oà tiên đề Đơđo- 
kửm thì chứng mình được các tiên đề Acsimét 0à Căngo. 

Tiên đề AÄcsimét: Giả sử rằng với hai đoạn AB và 
CD nào đó, tiên đề Aosimét không đúng, nghĩa là tất 
cả các điềm A, Aa,.. An, Aa,i... đều thuộc đoạn AB. 
Trên đường thẳng AB ta chọn hướng sao cho À đi trước 
B rồi dùng tiêu chuâần sau đây đề chia lớp: 

— Điểm nào có ởi trước một điềm A, nào đó (và cổ 
nhiên là trước À;„¡, À;„; v.v...) thì cho vào lớp đầu. 

— Tất cả các điềm còn lại thì cho vào lớp sau. Rồ 
ràng là với tiêu chuẩn chia lớp này thì các điều kiện 
của định nghĩa 10 đều thỏa mãn (lớp sau ít nhất cũng 
chứa điềm B) và ta có một lát cắt. Lớp đầu rõ ràng là 
không có điềm cuối cùng. Vậy theo tiên Đơđokin thì 
lớp sau phải có điềm đầu tiên X. Theo tiên đề IH,† thì 
trước X có một điềm Y sao cho XY=CD. Vì Y đi trước 
X nên nỏ thuộc lớp đầu và vì vậy Y đi trước một 
điểm A, nào đó. Điềm A,„¡ cũng thuộc lớp đầu nên 
cũng đí trước X. Vậy đoạn XY chứa Á, và Á„.¡. Nhưng 
ArAkan = CD, do đỏ AyÂk vi = XY; điều không thê được. 
Màu thuẫn này chứng mỉnh* tiên đề Acsimẻt. 

Tiên đề Căngto: Giả sử trên một đường thẳng a 
có một liệt vô số các đoạn A,B¡ Á;B;¿..., thỏa mãn các 
điều kiện nêu ra trong tiên đề Căngto. Ta phải chứng 
mỉnh rằng có một điềm X thuộc tất cả các đoạn của liệt, 

*# Nếu yêu cầu tuyệt đối không dựa vào trực giác thì phải 
có một định lỷ chứng minh rằng một đoạn không thổ toàn 


đẳng với một phần của nó. 
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Ta chọn một hưởng trên œ và giả sử rằng A¡ luôn 
luôn là đầu mút đi trước đầu mút 1;¡, Ta lại dùng tiêu 
chuẩn ở trên (khi chứng mính tiên đề Acsimẻl) đề 
chia lớp và cũng rõ ràng là với tiêu chuần đó ta có một 
lát cắt. Dĩ nhiên là lớp đầu không có điểm cuối, nên 
theo tiên đề ĐÐơđơkin lớp sau có điềm đầu tiên X. X đi 
sau một điểm A¡ vì nó thuộc lớp sau và đi trước mọi 
điềm B¡ vì nó là điềm đầu tiên của lớp sau. Vậy X 
thuộc tất cã các đoạn A¡ B¿ của liệt đã cho. 

Tinh chất của đường thẳng phát biêu trong tiên đề 
Đơđơkin gọi là tính chất liên tục. Vì vậy nhóm ÏlÝ gọi 
là nhóm tiên đề về liên tục. 

Ta cũng cỏ một mệnh đề tương tự mệnh đề Đođơ. 
kin đối với các góc. Đỏ là một định lý của hệ tiên đề 
1, 1I, IH, 1V. 

§25. Định lý 10: Ta không thể thém vào không gian 
một điềm mới nào, một đường phẳng mới nào, nếu ta 
muốn giữ nguyên hệ I, H, HI, 1V. 

Người ta phát biều tính chất này bằng cách nói rằng 
không gian là dày đặc nghĩa là không còn một chỗ 
hở nào. 

CHỨNG MINH: Giả sử ta có một hệ S những đối tượng 
hình học (điềm, đường thẳng, mặt phẳng) nghiệm các 
nhóm tiên đề I, 1I, 1H, IV. 

Ta hãy thêm vào cho S một điềm mới M và gọi hệ 
gồm có S và M là S'. Giả sử rằng S' vẫn còn nghiệm 
các nhóm tiên đề I, II, HT, IV. Ta chọn ở trong § một 
hệ tọa độ Đồcác (nó cũng là một hệ tọa độ. Đềcác đối 
với S)). Ứng với điềm M của S' ta có bả tọa độ x, v, Z. 
Ứng với lim: bộ số thực x, y,.z này thì trong Š ta có một 
điêm NÑ. M khác N vì M ở ngoài S. Như vậy là trong S° 
ta có hai điềm khác nhan M và N cũng có tọa độ nhứ 
nhau, điều không thê được. Vậy, nếu muốn giữ nguyên 
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các nhóm tiên đề I, II, HH, IV thì không thể thêm điểm 
mới nào vào S. 

Bây giờ ta hãy thêm cho S một đường thẳng mới D 
và gọi hệ (S, D) là S”. Giả sử rằng S” vẫn còn nghiệm 
các nhóm tiên đề I, II, II, IV. Theo tiên đề I3 thì D 
thuộc it nhất hai điềm A, B. Theo trên thì A và B đều 
phải thuộc S. Theo tiên đề I,1 thì trong Š có một đường 
thẳng D thuộc A và B. D khác D' vì Đổ ngoài ŠS. Như 
vậy là trong S” ta có hai đường thẳng khác nhau D 
và D' cùng thuộc A và B, điều trái với tiên đề L2. 
Vậy ta không thể thêm đường thẳng mới nào vào 5. 
Ta cũng chứng minh tương tự như vậy rằng không 
thể thêm mặt phẳng mới nào vào §. 

Nhìn lại từ đầu đến nay, ta thấy rằng qua mỗi nhóm 
tiên đề thì không gian lại giàu thêm : với nhóm tiên đề 
I thì ta chưa chứng minh được là không gian có quá 
bốn điềm (vì có một mô hình của nhóm Ï chỉ có bốn 
điềm). Với nhóm lÏ thì ta đã chứng mính được rằng 
không gian cỏ vô số điềm chủ yếu là nhờ các tiên đề 
IL2 và H,4 đã đưa thêm những điềm mới vào; nhưng 
vô số điềm này là một vô số còn rời rạc. Nhóm II 
cũng đưa thêm những điềm mới vào (sự tồn tại của 
điềm trong tiên đề II,1) và những đường thẳng mới 
vào (sự tồn tại của tia k' trong tiên đề HII,4) và do đó 
không gian cũng giàu thêm lên nhưng vẫn chưa liên 
tục. Phải đến nhóm IV (tiên đề Căngto đưa thêm điềm 
X vào) thì không gian mới liên tục và không còn một 
chỗ hở nghĩa là, theo như định lý 10, từ đây trỏ đi, 
không thể có tiên đề nào đưa thêm vào những điềm, 
đường thẳng, mặt phẳng mới nếu như ta muốn bảo 
toàn các nhóm tiên đề 1, H, IHI, 1V. 


Trong tác phầm của Hinbe thì định lý 10 là một tiên 
đồ (gọi là tiên đề về dày đặc) thay cho tiên đề Căngto. 


61 


Có thể chứng mình rằng công nhận nó thay cho tiên 
đề Căngto thì sẽ chứng minh được tiên đề này. 

Một điềm khác nữa trong tác phầm của Hinbe là 
nhóm tiên đề IV được đặt san tiên đề về đường song 
song. Mục đích của tác giả là muốn nghiên cứu xem 
những định lý nào không phụ thuộc vào các tiên đề về 
liên lục. 

§26. Hình học tuyệt đối: Hình học nhận bốn nhóm 
tiên đề I, II, HI. IV làm cơ sở gọi là hừnh học tuuệt đổi 
(danh từ của Bòliai). Sở đỉ gọi như vậy vì các định lý 
của nỏ đều đúng cả trong hai hình học Ơcelit Lôbasepki. 
Ngoài các định lý đã nêu ra trên đây, ta kê thêm: 

— Định lý về góc ngoài của một tam giác (lớn hơn 
mọi góc trong không kề nó). 

— Định lý về sự so sánh đường vuông góc và đường. 
xiên. 

— Các trường hợp bằng nhau của các tam giác 
thường và vuòng. 

— Sự tồn tại và duy nhất của đường vuông góc phát 
xuất từ một điềm đã cho với một đường thăng đã cho‹ 

— Sự tồn tại của hai đường thẳng cùng nắm trong 
mặt phẳng mà không cắt nhau. 

— Khuyết số của mọi tam giác đều không âm, 

— Tất cả các góc phẳng của một nhị điện đều bằng 
nhau. 

— Sự tồn tại và duy nhất của đường vuông góc hạ 
từ một điềm đã cho xuống một mặt phẳng đã cho. 

— Sự tồn tại và duy nhất của một mặt phẳng vuông 
góc hạ từ một điểm đã cbo xuống một đường thẳng 
đã cho. 

— Định lý về ba đường vuông góc. 
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Nói chung những định lý của hình học sơ cấp mà 
ta gặp trước khi nói đến tiên đề Ơclit đều là định lý 
của hình học tuyệt đối. 


VI— NHÓM V: TIÊN ĐỀ VỀ SONG SONG 


§ 27. Trong nhóm này không thêm tương quan cơ 
bản mới nào. 

Ÿ. Trong không gian có một điềm Á và một đường 
thẳng œ không thuộc điềm A thỏa mãn điều kiện 
sau đây: 

Trong mặt phẳng (A, đ) có nhiều nhất là một đường 
thẳng thuộc điềm A và không cắt đường thẳng œ. 

Từ tiên đề này ta chứng minh ngay được định lý 
san đây, 

Định lý 11: Cho bất cứ điềm B nào và bất cứ đường 
thẳng b nào không thuộc nhau thì trong mặt phẳng 
(B, b) cũng có nhiều nhất là một đường thẳng thuộc B 
và không cắt đường thẳng b. 

CHỨNG MINH: Ta hãy lấy điểm A và đường thẳng œ 
nói ở trong tiên đề V. Trên đường thẳng «a ta lấy hai 


A 


đa dạ 


Art Aa 
Hình 18 


điểm Á, A;. Về phía không có điểm Ai của đường 
thẳng A¡Á¿; ta dựng tia AÁa; sao cho: 
“(AÄ¿ = ÃA;Äi. 
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Về phía không có điềm A; của đường thẳng AA; 
ta dựng tỉa Áa; sao cho : 


đạÀÁy = ÃA¡Ây. 


Góc diÄa; bằng tổng các góc của tam giác AA¡A¿. 
Theo định lý của hình học tuyệt đối: * «Hai đường 
thẳng cùng tạo với một cát tuyến hai góc so le bằng 
nhau thì không cắt nhau ›, thì hai đường thẳng a; và 
dạ; phải trùng nhau do đó đyAứs là một góc bẹt tức là 
tổng các góc của tam giác AA¡A¿ bằng hai vuông. Theo 
các kết quả nghiên cứu của Lơjăngdro thì từ đó ta 
suy ra rằng mọi tam giác đều có lông các góc bằng 
hai vuông và tiên đề Ơclít (phát biêu như trong các 
sách giáo khoa phô thông) là đúng. Nhưng tiên đề 
Ơclit phát biểu như trong sách giáo khoa phô thông 
chính là nội dung của định lý 11. 

Nhờ có tiên đề V ta mới chứng mỉnh được rất nhiều 
định lý đã quen biết của hình học sơ cấp. Sau đây ta 
kề ra vài định lý đó. 

Hai đường thẳng không cắt nhau (song song) thì tạo 
với mọi cát tuyến hai góc so le bằng nhau. 

— Qua ba điềm không thẳng hàng bao giờ cũng dựng 
được một vòng tròn. 

— Góc nội tiếp bằng nửa góc ở tâm cùng chắn một 
cung. 

— Quÿ tích các điềm cách đều một đường thẳng là 
một tập hợp hai đường thẳng song song với đường 
đã cho. 

— Có những hình đồng dạng mà không bằng nhau. 


* Vì nếu chúng cắt nhau thì ta sẽ có một tam giác trong 
đỏ có một góc ngoài bằng một góc không kề nỏ. 
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— Trong một bệ lọa độ Đềcác thì phương trình của 
mặt phẳng là một phương trình tuyến tính : 
ax-+- by + €z+.d=0 
— Trong một hệ tọa độ Đềcác thì bình phương 
khoảng cách giữa bai điềm theo thứ tự có tọa độ là 
(xyz) và (x', y, 2) là: 
(&'— x)? + (y'— y)# + (' — 2)% 


VII— MỘT SỐ MÔ HÌNH CỦA HỆ TIÊN ĐỀ HINBE 


§ 28. Với hệ tiên đề đã trình bày ở trên, hoàn toàn 
dùng suy diễn lôgie, không mẩy ruay viện đến trực 
giác, ta có thể chứng mỉnh được bất cứ chân lý nào 
đã biết hay sẽ biết của hình học vật lý. 

Công việc đó rất vất và vì rằng, bất cứ chân lý nào 
dù hiền nhiên đến đân đứng về phương diện hình học 
vật lỷ thông thường cũng đều phải chứng minh chặt 
chễ nếu các chân lý đỏ không có trong các tiên đề. Việc 
chứng minh các định lý 1, 2, 5, 6,7, 8 cho thấy rổ 
điều đỏ. Hệ thống các kết quả suy diễn từ bệ tiên đề 
trên ra gọi là hình học Ơcũit trừu tượng, Ta không xây 
dựng bình học Ơclit trừu tượng một cách đầy đủ 
nhưng sẽ đưa ra một số mô hình của nỏ. 

Trước hết, với một mức độ chinh xác nào đỏ, hình 
học vật lý thông thường dạy ở các trường phổ thông 
là một mô hình của hình họo Ơclit trừu tượng đó. Sau 
đây là bốn mô hình khác. Đề trình bày khỏi rườm rà, 
với ba mô hình đầu ta chỉ xéi hình học phẳng tức là 
trong nhóm T chỉ xét có ba tiên đề thứ nhất còn các 
tiên đề từ I4 đến I,8 thì bỏ đi vì đó là những tiên đề 
của hình học không gian. 

§29, Mó hù nh số học: Trong mò hình này thì các 
khái niệm cơ bản thể hiện ra nhữ sau: 


— Mỗi cặp số thực sắp thứ tự (x, y) là một « điểm »; 
ví dụ: (3, 4) là một « điềm » còn (4,3) lại là một « điềm » 
khác. 

— Mỗi bộ các tỷ số của 3 số thực (u: v: w) với điều 
kiện là u và v không đồng thời triệt tiêu là một « đường 
thẳng»; ví dụ (3:4:5) là một «đường thẳng» còn 
(3:4: 6) là một « đường thẳng » khác, nhưng (6 : 8 :10) 
thì vẫn là « đường thẳng » đỏ vì 3, 4, 5 tỷ lệ với 6, 8, 10. 

— Khi ta có : ux-} vy -L w =0 thì ta nói rằng « điềm » 
(x,y) và « đường thẳng » (u: v: w) «thuộc » nhau. 

— Giả sử ba c điềm » (%¡, y¡); (Xạ. Y¿); (Xs. Ys) cùng 
thuộc một « đường thẳng» (u:v: w). Nếu như v0 
thì ta sẽ nói rằng « điềm » (xạ, ya)-« ở giữa » hai « điềm » 
(xi, y¡) và (xạ, yạ) nếu : 

Xị <XXạ<<xạ hoặc Xị >*ạ >Xa; 


nếu v = 0 (do đó Xị —= Xạ==Xạ = — 2) thì điềm (xạ, 
u 


y;) sẽ coi là «ở giữa » bai « điềm » (Xị, y¡) Và (Xạ, ÿs) 
nếu như: 
ÿyì <Sÿy¿z<ÿy; hoặc yị >Y¿>Ya- 
— Muốn xét đến khải niệm (toàn đẳng », trước hết 
ta xét khái niệm « tỉa ». 
Cho một điềm (xạ, yọ) thuộc « đường thẳng » (u:v: w) 
tức là : 
uXo -- Vyọ + W =0 (I) 
Ta hãy lấy một điểm (x, y) nào đó của đường thẳng : 
ux + vy +Ww=0 (2) 
Do (1) và (2) ta có: 
u (X — Xụ) -Ƒ v (y — yo) = 0. @) 
Đặt ñ mẽ —: ng 
Vu? + v Vu? -+ v? 
ta có thể viết nh. TC D/AnHuAj, 
1mm n 
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Gọi mỗi tỷ số trong hai tỷ số bằng nhan đó là £ ta có : 
XE: Xọ + mí () 
y = ÿọ +- nÍ 


Mỗi giá trị của £ cho ta một «điểm » trên đường 
thẳng (u:v:w) đã cho. Với khải niệm «ở giữa » thể 
hiện ra như trên ta thấy ngay rằng ứng với bai giá trị 
cùng đấu của / thì ta có hai « điềm » ở cùng phía đối với 
« điềm » (Xạ, yạ) và ứng với hai giá trị khác dấu của í 
thì ta có hai « điềm » khác phía. Vậy các giá trị đương 
của £ cho ta một tỉa còn các giá trị âm cho ta tỉa thứ 
hai của « đường thẳng » (u:v:w). Đề xác định tia thứ 
hai này ta có thể vẫn lấy các giá trị đương của ‡ nhưng 
lại đôi dấu m và n đi. Bằng cách này thì hai tỉa xác 
định bởi điềm (#¿, gạ) trên đường thẳng (u: ø : ¡p) sẽ 
theo thứ tự là : 


Xx = Xe -+ mÍ $ X=X*Xa— mí 
t0) và : t>0 
y=y, + nl y=ÿyo— ni về 
Với guy tước luôn luôn lấy t>0 như vậy, ta thấy 
rằng khi một tia đã cho thì #s, g¿, m, được xác định 
duy nhất (nhở rằng m2 -+- n?= 1) và ngược lại cho #ạ, 
g¿;n, n thì tía cũng được xác định duy nhất. Vậy ta 
có thề dùng bộ bốn Số #¿, gạ, m, n đề chỉ một tìa. 
Bây giờ ta hẩy xét các biến đôi có một trong hai dạng 
sau đây: 
Đj Ti Thế hy HÌ 
y` = bx + ay -È Œ; 


lấy a0| : = 3x -+ by +€¿ 
y`=bx — ay + QC 
với a?-+- b? —= 1. 


tà ta sẽ gọi theo thứ tự là các phép biến đồi trực giao 
loại một oử loại hai. Ta hãy dùng một phép loại một đề 
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biến đồi « tỉa » (xa, y¿, m, n), Một « điềm » (x, y) trên 
«tỉa » này sẽ biến thành điềm : 
x' = (am — bn) t + (ax, — by¿ + œ) (t>0) 
y' = (bm ~+ an) t + (bx¿ — Aya + cạ) (>0) 
Vậy tỉa (+s, ÿo, , n) biến thành tỉa (3s, gˆa, HẺ, H)) với : 
ị X'o =8X¿ — Ùbÿa -L €ị 
Y'„ = ba + AYe + €s 
ị mm` = am — bn 
( n = bm -+ an 

Ta chủ ý rằng mì” + n3 = (a* -B- b9) (m2? +- n9) = 1, 

Ta cũng chứng mình tương tự như vậy rằng một phép 
biến đồi loại hai cũng biến một tỉa thành một tỉa, 

Đến đây ta có thê nói đến khái niệm «toàn dẫng › 
trong mô hình số học, đoạn AB sẽ gọi là «toàn đẳng » 
với đoạn À°B' nếu cỏ một phép biển đôi trực giao loại 
một hoặc loại hai biến điềm A thành điểm A' và điên 
B thành điềm B*; một góc (Í,È) sẽ gọi là «toàn đẳng » 
với góc (h'", È') nến có một phép biến đồi trực giao loại 
một hoặc loại hai biến tia h thành tia h' và tỉa & thành 
tia £, 

Cũng dễ dàng chứng minh rằng mô hình với sự thể 
hiện cụ thể của các khái niệm cơ bản như trên thỏa 
mãn ba tiên đề đầu của nhóm IT và tất cả các tiên đề 
của các nhỏm ÏlI, IH, IV, V. 

Ta sẽ không chứng minh điều đó mà chỉ lưu ý độc 
giả nhận xét rằng mô hinh trén đây chính là cái cốt 
đại số của hình học giải tích phẳng. Sự khác nhan giữa 
mô hình số học và hình học giải tích như sau: tron# 
hình học giải tích, đối tượng nghiên cứu là các hình 
hình học thông thường mà ta có thể về ra bằng nét bút 
trên mặt giấy (nếu là hình học phẳng) còn các số chỉ 
là phương tiện nghiên cứu; trong mô hình số học !Ù 
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các đối tượng nghiên cứu cũng chỉ là các số tuy rằng 
vẫn mang những tên «hình học», ví dụ như một cặp 
số thực sắp thứ tự (œ,), tuy mang tên là « điểm » nhưng 
thực chất vẫn chỉ là một cặp số và không hề đi kèm 
với hình ảnh của một hạt bụi hay một cái chấm. 

§30. Ta hãy lấy hình học sơ cấp thông thường và 
chọn một mặt phẳng P với một điềm O của mặt phẳng 
đó. Trong mô hình sắp trình bày thì các khái niệm cơ 
bản thê hiện ra như Sau: 

— Mỗi điềm (thông thường) của mặt phẳng P, khác 
điềm O, là một « điềm ›; điềm ở vô tận (như trong mặt 
phẳng phức số) cũng là một « điểm ›. 

— Mỗi vòng tròn (thông thường) hay đường thẳng 
(thông thường) của mặt phẳng Ð, đi qua O, là một 
« đường thẳng » (hình 19). 

— Tương quan «thuộc» hiều theo nghĩa thông 
(thường. 

— Với ba « điểm ›» A, B, 
€ cthẳng hàng ›» (tức là 
cùng nằm trên một vòng 
tròn hay đường thẳng đi 
qua O) thì điềm B sẽ gọi 
là «ở giữa» A và € nếu 
cung tròn (hay đoạnthẳng) 
OB dẫm chân lên cung 
tròn (hay đoạn thẳng) AC 
(hình 19). 

Ta sẽ gọi biểu thức 





1 Ị OlB OA 
— ` C[Ø —— — el lộ 
2R | Hị 2 8 2 Hình 19 


là độ dài của một « đoạn thẳng » AB được biểu diễn bởi 
một cung tròn AB có bán kính thông thường là R 
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(các cung ÓA, ÓB có định hướng); ta sẽ gọi biều thức 

œ S§ là độ dài của một «đoạn thẳng» Al} 
được biều diễn bằng một đoạn thẳng thông thường AB 
(OA, OB là độ đài đại số thông thường của các đoạn 
ÓA, OB). 

« Đoạn thẳng › AB sẽ gọi là «oán đẳng» vời «đoạn 
thẳng » A'B', nếu độ dài của AB bằng độ dài của A']', 

«Góe» (h,k) sẽ gọi là «toàn đẳng » với « gòc » (h,K) 
nếu góc thông thường của hai cung tròn (hay tỉa) h, R 
bằng góc thông thường của hai cung tròn (hay tỉa) 
h?,k 

Mô hình với các thể hiện cụ thể như trên cũng thôa 
mãn các tiên đề I,1 L2 L3 và tất cả các tiên đề của các 
nhóm ]I, DI, JV, V. 

Ta cũng không chứng mình điều trên đây mà chỉ lưu 
ý những độc giả nào quen với phép nghịch đảo rằng 
nếu ta dùng một phép nghịch đảo tâm O, phương tích 
1 thì sẽ biến được mô hình trên đây thành mô hình 
bình học phẳng sơ cấp thông thường. 

§ 31. Đây lại là một mô hình khác nữa của hình học 
Ơclit trừu tượng. 

Trong không gian thông thường ta chọn một đường 
thẳng D. Trong mô bình này, các khái niệm cơ bản 
thê hiện cụ thể ra như sau: 

— Mỗi đường thẳng (thông thường) song song với D 
là một « điềm ». Bản thân D cũng là một « điềm ›, 

— Mỗi mặt phẳng (thông thường) song song với D 
hay chứa D là một « đường thẳng ›. 

— Tương quan « thuộc » hiều theo nghĩa thông thường. 

— «Điểm › B sẽ gọi là «ở giữa › hai « điềm » A và C 
(A,B,C thẳng hàng) nếu đường thẳng biêu diễn B ở giữa 
hai đường thẳng theo thứ tự biều điễn A và C. 





70 


— «Đoạn thẳng» AB sẽ gọi là «toàn đẳng» với 
« đoạn thẳng » A'B' nếu khoảng cách (thông thường) 
giữa hai đường thẳng song song biều diễn hai điềm À, 
Ð bằng khoảng cách giữa hai đường thẳng biểu diễn 
hai điềm A' D. « Góc » (5, R) sẽ gọi là ctoàn đẳng » với 
góc (h7) nếu góc nhị diện của bai nửa mặt phẳng 
h, k bằng góc nhị diện của hai nửa mặt phẳng ,”. 

Ta cũng không chứng minh rằng mỏ hình này nghiệm 
các tiên đề 1,1; I,2; I3 và các tiên đề của các nhóm 
IL HI, IV, V mà chỉ lưu ý độc giả rằng nếu cắt mô 
hình trên bằng một mặt phẳng vuông góc với Ð thì 
ta được mô hình hình học phẳng sơ cấp thông thường. 

§ 32. Cuối cùng ta đưa ra một mô hình của hình học 
Ơclit trong không gian (mỏ hình Phêôđôrốp). 

Ta hãy lấy hình học sơ cấp thông thường và chọn một 
mặt phẳng P. Các khái niệm cơ bản sẽ thề hiện cụ thê 
ra như sau; 

— Mỗi vòng tròn có định hướng của mặt phẳng P 
là một « điềm ». Một vòng tròn với hai hướng khác 
nhau sẽ cho ta hai «điềm » khác nhau. Các vòng tròn 
có bán kinh bằng không (tức là các điềm thông thường) 
cũng là những « điểm ». 

— Mỗi tập hợp tất cả các vòng tròn vị tự với một 
vòng tròn đã cho trong tất cả các phép vị tự cùng một 
tâm cho trước là một « đường thẳng » (với quy ước rằng 
hai vòng tròn vị tự sẽ coi là cùng hướng hay khác 
hưởng tùy theo tỷ số vị tự là dương hay âm. Một phép 
tịnh tiến cũng được coi là một phép vị tự đặc biệt có 
tâm ở vô tận và có tỷ số bằng -- f). 

— Mỗi tập hợp tất cả các vòng tròn vị tự với một 
vòng tròn đã cho trong tất cả các phép vị tự có tàm 
nằm trên một đường thẳng D cho trước Ìà một « mặt 
phẳng » (với quy ước là khi tất cả các tàm vị tự đều ở 
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vò lận thì ta cũng coi như chúng thẳng hàng trên một 
đường thẳng D ở vô tận). 

— Một « điềm › sễ coi là «thuộc » một « đường thẳng » 
(hay « mặt phẳng ›) khi mà vòng tròn biểu diễn « điềm » 
đó thuộc tập hợp các vòng tròn biểu diễn « đường 
thẳng » (hay «mặt phẳng ›). 

— Điềm B sẽ coi là «ở giữa » bai điềm A và € (A,B, 
C thẳng hàng) nếu tâm vòng tròn biêu diễn l ở giữa tâm 
các vỏng tròn biểu diễn A và Ô; nếu ba vòng tròn đồng 
tâm thi ta sẽ xét bản kính của chúng: B sẽ coi là «ở giữa » 
A và C nếu bán kính vòng tròn biều diễn l xen giữa 
các bản kinh của hai vòng tròn biểu diễn A và € (với 
quy ước rằng các vòng tròn định hướng dương thì có 
bán kinh đương và các vòng tròn định hướng âm thì 
có bán kính ảm). 

— Ta xác định khoảng cách giữa bai cđiềm» A,B 
như sau: ta lấy hai bán kinh vuông góc với đường nối. 
tâm của bai vòng tròn biền điễn A, B; bai bán kinh đó 
sẽ lấy cùng hưởng bay khác hướng tùy theo hai vòng 
tròn củng hướng hay khác hướng. Khoảng cách thông 
thường giữa hai đầu mút của hai bán kinh đó sẽ là 
«khoảng cách » AB, Nếu hai vòng tròn nói trên đồng 
tàm thì ta sẽ lấy hai bán kính trên cùng một đường kính. 

Đoạn AB sẽ coi là «toàn đẳng» với đoan CD. nếu 
« khoảng cách » AB bằng « khoảng cách ›» CD. 

— Độ lớn z của một góc có đỉnh là Á và có hai cạnh 
là hai tia theo thứ tự đi qua hai điểm B và € sẽ được 
tính bằng công thức: 

__ CẢ? -+- ÀB2 — BŒ2 
2GA.AB 
trong đó CÁ, AB, BG là các «khoảng cách» tính như 
trên — Góc (h, š) sẽ coi là « toàn đẳng » với góc (h,Á) 
nếu độ lớn của góc (h, k) bằng độ lớn của góc (h, k`). 
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Mô hình này thỗa mãn lất cả păm nhóm tiên đề I, 11, 
IH, IV, V. Ta không chứng minh điều đỏ mà chỉ lưu 
ý độc giả rằng nếu ta biều diễn một vòng tròn của mặt 
phẳng P có tọa độ của tâm là x,y và bán kính là R (R 
có thể âm, đương hay bằng không) bằng một điềm cỏ 
tọa đô (x,y, R) trong một hệ tọa độ Đềcác thông thường 
thì ta sẽ có mô hình hình học không gian thông thưởng. 

§ 33. Các mô hình trình bày trên đây củng cố cho 
chúng ta nhận thức rằng đưởi các danh từ chỉ các khái 
niệm cơ bản muốn biều cụ thề ra cái gì cũng được, 
miễn sao hệ tiên đề được thỏa mãn; như trong các 
mô hình trên, dưới danh từ « đường thẳng › ta đã hiều 
là bô các tỷ số của ba số thực (u : v : w), vòng (ròn v,V.... 
Mặt khác ta cũng hiều rö thêm tại sao không thề lấy 
trực giác mà thay thế cho lý luận vì trực giác của ta 
chỉ là trực giác trong mô hình vật lý mà thôi. Cũng qua 
các mô hình mà ta thấy rõ hơn tại sao những tính chất 
của một đường thòng thường như « có bề dài mà không 
có bề rộng » (mà Ơcliít nêu ra) hoàn toàn khòng được 
dùng gì đến trong suy điễn lôgic : còn gì là cái bề đài và 
bề rộng của Ơclit trong bộ cáo tỷ số của ba số thực (u : 
v:w). Đến đây ta cũng hiều rỗ hơn rằng việc mà ta 
có thể gản cho các khải niệm cơ bản một nội dung cụ 
thê fùy ý (miễn là hệ tiên đề được nghiệm) không phải 
là việc đi xa thực tế một cách viễn vông mà trải lại là 
một sự tiết kiệm lao động trí óỏe vì ta chỉ cần lý luận 
một lần đề xây dựng hình học trừu tượng sau đó chỉ 
việc áp dụng các kết quả vào các mò hình eụ thê, Ví 
dụ, nếu trong hình học Ớclit trừu tượng, ta chứng mình 
được định lý: «tông các góc của một tam giác bằng 
180” › thì đem áp dụng vào mô hình ở § 80 ta có ngay 
định lý: «ba vòng tròn có chung một điểm O tạo nên 
một tam giác cong (không có đỉnh nào ở O) có tông 
các góc bằng 1809». Bước tiến này có thể so sánh với 
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bước tiến của việc từ những bài toán cụ thể ở các 
trường cấp một người học sinh tiến lên những x, những 
y ở cấp hai. 

Chữ c hình › của chủng ta như vậy bây giờ cỏ một 
nghĩa rất rộng. « Hình » không còn chỉ là những cái mà 
ta vẫn thường về lên giấy hay thấy xung quanh ta. Dơ 
đỏ các khái niệm « hình học ›, « không gian » cũng được 
mở ra rất rộng, Đỏ là một bước tiễn rất lờn trong 
toán học. 


CHƯỚNG T1 


HỆ TIÊN ĐỀ CỦA HÌNH HỌC LÔBASEPKI 


¡ — ĐỊNH NGHĨA CÚA LÔBASEPKI 
VỀ DƯỜNG SONG SONG 


§ 34. Hệ tiên đề của hình học Lôbasepki gồm tất cả 
các tiên đề của các nhóm I, H, HI, IŸ và tiên đề sau 
đày gọi là tiên đề Iôbasepki : 

V. Trong không gian có một đường thẳng ứ và một 
điềm A không thuộc đường thẳng a thỏa mẩn điều kiện 
sau đây: có íL nhất là bai đường thằng thuộc À và 
thuộc mặt phẳng (\, 4) mà không cắt đường thẳng «. 

Từ đây trở đi, nói chung các sự kiện hình học nêu 
ra trong cáo định lý đều «trải mắt › và không thê nào 
vẽ đúng ra trên mặt giấy. Điều đó không nên lấy làm 
lạ vì rằng các điềm, đường thẳng, mặt phẳng v.v... 
mà ta vẫn quen Yễ xưa nay trên mặt giấy hay bình 
dung ra trong không gian tạo thành một mô hình của 


lề: 


hình học ƠchHit, Việc này có thể vi với việc ta không 
thể nào về đúng bản đồ của một nước (nhất là một 
nước rộng) trên mặt giấy ; muốn về thật đúng các bản 
đồ thì phải về lên một quả cầu. Sau đây (§ 41) ta sẽ 
thấy một mô hình cụ thể của hình học Í.ôbasepki trong 
đó không còn cái gì «trái mắt »› nữa. 

Định lý 12: Cho bất cứ đường thẳng nào và bất cứ 
điềm nào không thuộc đường ấy thì qua điềm đó cũng 
có vô số đường thẳng cùng thuộc một mặt phẳng với 
đường đã cho mà không cắt đường này. 


CHÚNG MINH: Trước hết ta chứng mình rằng qua 
điềm A nói trong tiên đề V' có vô số đường thẳng thuộc 
mặt phẳng (A, œ) mà không cắt đường thẳng a. Theo 
tiên đề V', thì qua Á có ít nhất hai đường như vậy; fa 
sẽ gợi chủng là ay và œ;¿ (hình 20). Trên đường thẳng đa 
ta lấy một điềm Ðạ sao cho đối với đường thẳng a; thì 
nó nằm về phía không cỏ đường thẳng a. Ta nối Bạ với 
một điểm bất kỳ của đường thẳng a. Đoạn BạÏ‡ cắt 
đường thẳng a¡ ở một điềm B,. Ta lấy một điềm bất: 
kỳ M của đoạn BỊBạ. 
Đường thẳng AM không 
cắt đường thẳng q. A 4) 

Quả vậy, nến AM cắt M 
¡ ở một điềm C nằm 
về phía từ A đến M Sa, 
thì, xét ba điềm M, B, 

Œ€ và đường thẳng ứ; a 
rồi áp dụng tiên đề 

I4 ta sẽ thấy rằng ay Hình 20 
cắt đoạn BC tức là cắt 

œ, điều trải với giả thiết. Nếu đường thẳng AM cắt a ở 
một điểm CŒ' nằm về phía từ M đến A thì xét ba điểm 
A, B, C' và đường thẳng đ; và áp dụng tiên đề II,4 ta sẽ 
thấy rằng œ; cắt ø, điều trái với giả thiết. 
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Bây giò ta xét một điềm A' bẩt kỳ và một đường 
thẳng a' bất kỳ không thuộc A”. Qua A” phải có ii nhất 
là hai đường thẳng cùng thuộc một mặt phẳng với q” 
mà không cắt œ, vì rằng nếu không thì tiên dề V sẽ 
đúng và đi qua điềm A sẽ có không quá một đường 
thẳng thuộc mặt phẳng (A, a) mà không cắt a, điều trái 
với tiên đề V°. Bây giờ chỉ việc lắp lại lỷ luận vừa röi 
đề thấy rằng qua A' có vô số đường thẳng thuộc mặt 
phẳng (A', a') mà không cắt œ', 

§ 35. Bây giờ ta hạ đường thẳng AH vuòng góc với q 
ở H (hình 21) rồi về tia Ab vuông góc ở A với AH, Ta 
chia tập hợp tất cả các tia có gốc À và nằm trong góc 
HA? ra làm hai lớp: lớp thứ nhất gồm những tia cắt 
a và lớp thứ hai gồm những tia không cắt œ. Như vậy 
ta được một lát cắt trong tập hợp đó. Quả vậy: 

1) Mọi tia có gốc A và nằm trong góc HAb đều hoặc 
cắt a hoặc không, nên đều rơi vào một lớp và chỉ một 
lớp thôi. 


,í A b 
*x 
, 
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2) Lớp thứ nhất rõ ràng là không rỗng vì chỉ việc nối 
A với một điềm P của tia Ha là la có ngay một tía của 
lớp thử nhất; theo tiên đề Lòbasepki thì lớp thứ hai 
cũng không rỗng. 

3) Bất cứ tia nào của lớp thứ nhất cũng đi trước 
(theo thứ tự vòng quanh xung quanh A) bắt cử tia nào 


7ö 


của lớp thứ bai. Quả vậy, ta bãy lấy một tia AP của 
lớp thứ nhất và một tia Az của lớp thứ hai. Nếu Az đi 
trước ÁP thì nó sẽ phải cắt đoạn HP và do đó sẽ thuộc 
lớp thử nhất. Lớp thứ nhất rõ ràng là không cỏ tỉa cuối 
cùng vì dù điềm Ð ở đâu trên tia Ha thì bao giờ ta 
cũng ly được một điềm Q sao cho P ở giữa H và Q 
đề có tỉa AQ đi sau AP. Vậy theo một mệnh đề giống 
như tiên đề Đơđơkin (mà người ta có thề chứng minh) 
thì lớp thứ hai có một tỉa đầu tiên Au. Trong góc b`AH 
đối xứng với góe bAH qua đường thẳng AH dỉ nhiên 
cũng xây ra một biện tượng đối xứng và ta có một tia 
Auˆ đối xứng với Àu. 

Hai đường thẳng An và Au` là ranh giới giữa các 
đường thẳng (đi qua A) cắt a và các đường thẳng không 
cắt é. 

Một vấn đề đặt ra là: nếu ta đi chuyền điểm A trên 
đường thẳng Au thì Âu có còn tiếp tục đóng vai trò 
ranh giới giữa hai loại đường thẳng đi qua A nữa 
không? Câu trả lời là: có. 

Giả sử À đến vị trí A¡ trên tỉa Au (hình 22). Đề chứng 
tô rằng Âu vẫn tiếp tục đóng vai trò ranh giới ta chỉ 
cần chứng minh rằng 
bất cử ta A¡p nào 
nằm trong góc H;Aiu 
(hình 20) đều cắt a: 
ta lấy một điềm P trên 
tỉa À¡p và nối ẤP. Vì 
Âu là ranh giới khi A 
còn ở vị trí cũ nên 
đường thẳng AP phải Hình 22 
cắt a ở một điềm M. 

Đường thẳng A,p cắt cạnh AM mà không cắt cạnh AH 
của tam giác AÁHM nên, theo tiên đề II,4, thi nó phải 
cắt cạnh HÀI tức là cắt a. Ta cũng sẽ chứng mình một 
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cách tương tự khi Á đến một vị trí À¿ trên tlỉa kéo đài 
tỉa Àu. 

Định nghĩa 11: Hai đường thẳng ranh giới An, Au' 
xác định như trên gọi là hai đường thẳng song song vời 
đường thẳng a, mỗi đường song song về một phía. Các 
đường thẳng khác đi qua A, khòng cắt a nhưng không 
phải là song song với a thì gọi là phân kỳ (hay siêu song 
song) với œ (ví dụ đường vuông góc ở Á với ÀAH). 

Kết quả ở trên có thể phát biêu như sau: 


Định lý 13: Qua mọi điềm A ở ngoài một đường 
thẳng ứ bao giờ ta cũng có một đường thẳng song song 
với q pề một phía cho trước và chỉ có một đường thòi. 

Đến đây ta chưa có thê nói đến hai đường song song 
vời nhau vì nếu Au song song với œ thì chưa chắc œ đã 
song song với Au, Đề nghiên cứu vấn đề này ta hãy 
chứng mỉnh hai bồ đề sau đây : 


Bồ đề ï: Cho hai 

„ đường thẳng «, b 

ụ cùng nằm tronz một 

mặt phẳng,một điềm. 

O trên đường thẳng 

b và đường thẳng OA 

vuông góc với d 

(h. 23). Giả sử OA 

tạo với b một góc tù, 

_ n TỦ, một góc nhọn. Như 

& . P si vậy nếu + là khoảng 

Hình 93 cách từ O đến một 

điềm M nằm trên ở 

về phia góc tù và = ƒ (z) là khoảng cách từ M tới a. 

thì f (+) là một hàm số liên tục và độc điệu tăng lên 
vô hạn, 
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CHỨNG MINH: a) Hàm số ƒ(z) là liên tục. 


Ta lấy điềm M' sao cho ÀI ở giữa O và M' và đặt 
MAI '=Az. Trên đường MIP' vuòng ÿ góc với œ {a a lấy 
điềm N' sao cho P'`N' = PM. Vì góc MOA tù nên góc ỐMB 
phải nhọn (nếu không tỒng các các góc của tứ giác MOAP 
sẽ lớn hơn 360°) do đó góc MPMP là tù. Nhưng góe N'MP 
thì nhọn (góc ở đáy trên của tứ giác Xắckêri MN'P'P) 
nên N' ở giữa M' và P*, Vậy la có A0 = MN'>0 nghĩa 
là hàm số đồng biến. Góc N° của tam giác MMN' là tù 
vì nó bù với góc nhọn Ñ' ở đáy trên của tứ giác Xắckèri 
MN'P?P. Trong tam giác này cạnh MÀI' = A+ đõi vời 
một góc tù nên lớn hơn cạnh MN' = AJW. 

Âu < A+ 

Vày khi A+ >0 thì Au >0. 

b) Hàm số ƒ(+) độc điệu tăng lên vô bạn: Ta lấy điềm 
M” sao cho MM”—2MM?—=2A+z. Trên đường MP` ta 
lấy điềm Ñ” sao cho PÑ” = P”M”. Vi hàm f(@) đồng biến 
nên P°M”>P'M' và do đó điềm M? ở giữa P' và NÑ” 
(hình 23). Trên tia M'N! ta lấy MẦN;=MN'. Gỏc Nụ 
của tam giác M'MPN: là tù vì nó bằng góc tù Ñ? của tam 
giác MMN? (đối xứng qua M) còn góc Ñ ” của tam giác 
MMỀN?”' thì nhọn (góc lÔ đây trên của tứ giác Xắckêri 

M°N”P'P”) do đó Nụ ở giữa M” và N”' tức là: 
N'N 'b>NN,=2N'M) 
hay ƒ (4+ 2A#) — ƒ +) >2[f(# + A#) — ƒ @) 
tức là ƒ(+) tăng nhanh hơn một hàm bậc nhất do đó 
nỏ tăng lên vô hạn. 

Nếu (đ) và (b) cắt nhan ở O thì ta có: 

Bồ đề II: Nếu z là khoảng cách từ đỉnh của một góc 
tới một điềm nằm trên một cạnh của góc và g=— ƒ œ) 
là khoảng cách từ điềm đó tới cạnh kia thì ƒŒ) là một 
hàm số liên tục, độc điệu tăng lên vô hạn. 

Bây giờ ta có thể chứng mỉnh định lý sau đây : 


Định lý 14 : Nếu đường thẳng a song song với đường 
thẳng (Ù) về một phía nào đó thì đường thẳng (b) cũng 
song song vời d về phía đó. 


Ậ Q 





lình 2# 


CHỨNG MINH: Ta lấy một điềm A trên a và hạ AH 
vuông góc với Ù (hình 24). Nếu một điềm M chạy từ À 
đến B thì theo bồ đề II, khoảng cách từ M đến a tăng 
liên tục từ Ó đến p (p là khoảng cách từ P đến a) còn 
khoảng cách từ M tới b giảm liên tục từ AP đến Ó. Vậy 
ắt có một vị trí Mạ của M cách đều a và ö. Nếu từ Mẹ 
ta hạ MẠQ vuông góe với a và nối PQ thì rồ ràng a và 
b nghiêng đều trên đoạn PQ. 

Đề chứng minh rằng b song song với a, ta hãy lấy 
một tia Pz ở trong góc QPb và làm với tia Pb một góc 
tư rồi chứng mỉnh rằng đù u nhỏ bao nhiêu thì Px vẫn 
cắt a. Trong góc PQa ta lấy một tỉa Q làm với tỉa Qa 
góc u. Vì œ song song với b nên Qp phải cắt b ở một 
điềm R nào đó. Trên tia Qớ, ta lấy QS=PR. Vì lý do 
đối xứng qua trung trực của đoạn PQ nên RPSz=SQR 
==H, Vậy ĐS trùng với Đa, tức là PÐø cắt a ở S. 

Từ đây trở đi ta có thể nói: hai đường thẳng song 
song với nhau. 
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II _— PHÂN BIỆT CÁC ĐƯỜNG SONG SONG 
VÀ ĐƯỜNG PHÂN KỲ 


§ 36. Định lý 18: Hai đường thẳng song song với 
nhau về một phía nào đó thì tiệm cận vời nhau về phía 
đó và xa nhau mẩi vô hạn về phía kia. 


CHÚNG MINH: Cho a và b song song với nhau về một 
phia nào đó. Từ một điềm À của ứ ta hạ AB vuông góc 
với Ùb. Al3 tạo với a một góc tù và một góc nhọn (góc 
nhọn ở về phía song song). Theo bồ đề l, nếu ta đi 
về phía góc tù thì khoảng cách từ một điềm của a tới 
b sẽ độc điệu tăng lên vô bạn. 


A' A 





Lj 
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Vậy phần thứ hai của định lý đã chứng mỉnh xong. 

Nếu ta đi về phia góc nhọn thì khoảng cách đó giảm 
đần bởi vì nến không, khi đi trở lại, khoảng cách đó 
sẽ không tăng dần như theo bồ đề I. Chỉ còn phải 
chứng minh rằng khoảng cách đó có thề trở thành nhỏ 
hơn bất cử đoạn thẳng ! nào cho trước: ta lấy một 
điểm e° cách b một khoảng Ù' < Ï và ở phía có điềm A. 
Theo định lý 13, qua C' có một đường thẳng œ` duy 
nhất song song với b về phía a và b song song với 
nhau. Từ điềm C° la đi ngược phía song song trên 
đường đ`.. Theo bồ đề I thì khoảng cách từ một điềm 
của ø tới b sẽ độc điện tăng liên tục từ ?' đến vô tận ; 


0—~CSHH 81 


vậy nó sẽ qua giá trị AB một lần tại vị trí ÀA' nào đỏ 
của điềm : A'B' = AB. Trên tia A a THỮNG về phia song 
song, ta lấy điềm C sao cho AC = Á° Œ' rồi hạ CD vuông 
góc xuống b. Ta sẽ chứng minh rằng CD =CŒ'D'=l<l!. 
Trước hết ta chứng minh rằng BÁC TÁC; giả sử 
góc BAC <BA'C'; như thế thì thì trong góc B°A'C? có một 
tia À' z' sao cho BA'# = BÁC: Vì A'C song song với 
b nên À2? phải cắt b ở một điềm E' nào đó. Trên tia 
Bb hưởng về _phía song song ta lấy BE = B'E". Rồ ràng 
là BAE = EA'E“ = BÁU, điều trái với tiên đề HT, 4. 
Nếu góc BÁC > BA'C' thì ta hoán vị vai trò của hai 
góc và cũng sẽ đi đến mâu thuẫn. Vậy góc BẢC = E À'C'. 
Bây giờ ta đời tứ giác ABCD sao cho A đến trùng với 
À, B đến trùng với BỶ và sao cho cạnh CD nằm về phía 
có cạnh CD. Như thế thì C sẽ trùng với C (vì 
BAC= A'Ö' và AC= AC); cũng dễ thấy là D zs D 
nên CD = C 'D. 

Định lý 16: 1) Hai đường thẳng cùng vuông góc 
với một đường thứ ba thì phân kỳ. 

2) Hai đường thẳng tạo với một cát tuyến bai góc so 
le bằng nhau thì phân kỳ. 

3) Hai đường thẳng phân kỳ bao giờ cũng có một 
đường vuông góc chung duy nhất; cả về bai phía của 
đường vuông góc đó, hai đường xa nhau mãi vô hạn 
(do đó có tên là phân kỳ). 

CHỨNG MINH : 1) Hai đường thẳng vuông góc với một 
đường thứ ba (hì không cắt nhau (hình học tuyệt đối)- 
Nếu chúng song song thì qua giao điềm của đường 
vuông góc chung với một trong hai đường đó sẽ không 
còn đường thẳng nào khác không cắt đường kia và ta 
sẽ có tiên đề Ơclit. Vậy chúng phản kỳ. 
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2) GIÁ sử œ và b tạo với cải tuyến PQ hai góc so le 
bằng nhau. Từ trung điềm O của đoạn PQ ta hạ OM và 
ON theo thử tự vuông 
gỏc với œ và b (hình 26), 
Cũng đã thấy rằng 
OP - ÑOQ do đó 
M,O, N thẳng hàng và 
ta trở về phần {). 

3) Trước hết rổ ràng 
là bai đường thẳng 
không thề có quả một 
đường vuông góc chung 
bởi vì nếu chủng có hai 
đường vuông góc chung 
thì tn sẽ 6ö một tứ giác 
có Í góc vuông và từ 
đỏ sẽ suy ra tiên đề 8: 

Ơclit. Hình 2? 

Bây giờ ta chứng 
minh rằng hai đường phân kỳ ad, b có một đường vuông 
góc chung. Từ một điểm A của ø ta hạ AB vuông góc 
với b. Nếu AB cũng vuông góc với a thì không còn phải 
chứng minh gỉ nữa. Nếu AB không vuông góc với a thì 
nó sẽ tạo với a một góc tủ, một góc nhọn. Đi về phía 
góc từ thì khoảng cách từ một điểm của œ tới b sẽ liên 
tục tăng lên vô hạn (bỗ đề †). Đi về phía góc nhọn thì 
khoảng cách đó lúc đầu có giảm nhưng sau lại tăng 
lên vô hạn. 

Quả vậy, ta hãy dựng Âu song song vỏi b về phia góc 
nhọn. Vị a thì phân kỳ còn Âu thì song song với b nên 
ta Au nằm trong góc nhọn (h. 27) do đó Q ở giữa M 
và Ñ tức MN > MQ. Nhưng MQ < MP (h. 2?) nên 
MN > MP. Theo bồ đề I1, khi M chạy ra xa trên đường 
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thẳng œ về phía góc nhọn thì MP liên tục tăng lên vỡ 
hạn, do đó MN cũng tăng lên vô hạn. Vậy khi điềm M 
chạy từ A về phia góc nhọn thì đến một vị trí À' nào 
đỏ của nỏ, khoảng cách từ nó tới b sẽ lấy lại giá tìĩ 
AB: AB '=- AB, Trung trực HK của đoạn BBH' sẽ là trục 
đối xứng của tứ giác Xắckêri AA'B T3 và do đó sẽ vuông 
góc với a. Dù AI ở tại vị trí nào trên đường thẳng a thì 
góc M của tứ giác HKNM cũng nhọn (vì ba góc kia đều 
vuông) nên góc bù của nó là tù cho nên khoảng cách 
MA tăng lên vô hạn khi ta đi xa dần điềm H về bất cứ 
phia nào; điều đó cũng chứng tổ rằng HK là khoảng 
cách ngắn nhất từ một điềm của «a tới b. 

Các định lý l1ỗ và 16 cho ta định lý sau đây: 

Định lý 17: Điều kiện ắt có đủ đề hai đường thẳng 
cùng nằm trong một mặt phẳng song song với nhau là: 

1) Chúng không cắt nhau. 

2) Chúng không xa nhau vô bạn cả về hai phía. 

Định lý 18: Nếu hai đường thẳng cùng song song 
với một đường thứ ba về cùng một phía thì chúng cũng 
Song song với nhau về phía đó. 

CHỨNG MINH: Giả sử a và b cùng song song với c về 
cùng một phía. Trước hết, rồ ràng là a và b không cắt 
nhau vì nếu chúng có một điềm chung ÀÁ thì tức là qua 
A ta có hai đường thẳng song song với c về củng một 
phia, điều trái với định lý 13. a và b lại đều tiệm cận 
với c về phía song song nên chúng không thể xa nhau 
vô hạn về phía này. Vậy theo định lý 17, chúng song 
song với nhau về phía đó. 


II — HÀM SỐ LÔBASEPKI x Ö—— 


§ 37. Định nghĩa 12: Qua một điểm A ở ngoài một 
đường thẳng a, ta hãy dựng hai đường thẳng Au, At/ 
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song song với a về hai phía khác nhau và hạ AH vuòng 
góc với a (h 21). Au và Au' làm với AH hai góc bằng 
nhau. Góc nhọn tạo nên bởi Âu (hay Au) với AH gọi 
là góc song song ở A đối với đường thẳng a. 

Định lý 19: 1) Góc song song chỉ phụ thuộc khoảng 
cách từ A đến a mà không phụ thuộc vị trí của Á và a 
trong khòng gian. 

2) Góc song song là một hàm nghịch biến của khoảng 
cách từ A đến ø và nó có thê lấy mọi giá trị xen giữa 

Ä 7 
0 và =: 


CHỨNG MINH : 1)Ta gọi khoảng cách từ À đến ø là đ; ta 
lấy một điềm B và một đường thẳng ở sao cho khoảng 
cách từ B đến b cũng bằng d. Qua B ta dựng một đường 

thẳng l0 song song với b và hạ BI vuông góc với b. 
Vấn đề là chứng mỉnh rằng HẤU —Iốồ. Muốn vậy ta 
chỉ việc lặp lại ly luận đã dùng đề chứng minh rằng: 

BÁC =BA'C trong định lỷ 15, § 36. 

2) Ta hãy lấy hai điềm A¿, À; cách a những khoảng 
khác nhau dị, dạ. Ta 
giả thiết dị > dạ. Â¡ 
Theo phần trên thì ! 
ta có thề lấy Ái 

: N \ A2 
và A;¿ trên cùng t¿ 
một đường thẳng nN 
vuông góc với 4đ 
(hình 28). Ta dựng H 
AÀj› và À¿0; song Hình 28 
song với đ về cùng 
một phía. Vấn đề là chứng mình rằng: 

HẤ)u,< HẦnu; @) 

Qua A, ta dựng tỉa An; sao cho 


HẤNu; = HÃ¿uy (2) 


Theo định lý 16 thì u; và u phân kỳ còn theo định 
lý 18 thì uy và wứạ song song, do đỏ: 

HA1ua > HẦnm (3) 

Kết hợp (2) và (3) ta có (1). Vậy góc song song nghịch 
biến theo d. 

Bây giờ cho trước một góc nhọn az, Ta hãy chứng 
mỉnh rằng có một khoảng cách d sao cho góc song song, 
ứng với d đúng bằng «. Ta dựng một góc zoy bằng a. 
Ta dùng tiêu chuẩn sau đây để chia các điểm của cạnh 
O£z+ ra làm hai lớp: 

— Những điềm mà đường vuông góc với Oz tại đỏ 
cắt O thì thuộc về lớp đầu. 

— Những điềm mà đường vuông góc với Ôz tại đỏ 
không cắt O thì thuộc lớp sau. 

Rồ ràng như vậy là ta có một lát cắt (chủ ý rằng lớp 
sau không rỗng vì nếu nó rỗng thì chứng mỉnh của 
Lơjăngđơrơ đã đúng và ta không thề có hình học 
Lôbasepki). Lớp đầu 
không có điềm cuối 
cùng. Quả vậy, 
giả sử M là điềm 
cuối cùng của lớp 
đầu ; đường vuông 
góc với Oz ở M cắt 
Oy ở N. Trên tia Oự 
ta lấy một điềm Q 

Hinh 29 sao cho Ñ ởgiữa Ợ 

và Q. Ta hạ đường 

vuông góc QP xuống O+. Điềm P thuộc lớp đầu nhưng 
nó lại đi sau M, trái với giả thiết rằng M là điểm cuối 
cùng (h. 29). Vậy lớp đầu không có điềm cuối cùng, do 
đó theo tiên đề Đơđơkin lớp sau có điềm đầu tiên M,. 
Đường vuông góc Mạu với Oz sẽ song song với Og. Quả 
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vậy, ta hãy lấy trong góc OMạu tỉa Mạø làm với Mạu 
một gỏe e. Trên tỉa Mẹạø ta lấy một điềm R và hạ RP 
vuông góc với Oz. P thuộc lớp đầu (vì đi trước M,) nên 
PR cắt Oy ở một điểm Q nào đó. Áp dụng tiên đề l1, 4 
vào tam giác OPQ và đường thẳng Mạu ta sẽ thấy rằng 
Mạp cắt cạnh OQ tức cắt cạnh Oự. Vậy quả là Mu song 
song với O và OM, = đ là khoảng cách cho ta góc song 
song bằng a. 

(rỏc song song ứng với khoảng cách đ được Lôbasepki 
ký hiệu là øœ (d). Theo kết quả ở trên thì khi đ biến 


thiên liên tục từ 0 đến s thì x (đ) giảm liên tục từ T.— 


đến 0. 
Chú ÿ: 1) d càng bẻ thì z (đ) càng gần E nghĩa là hai 


đường song song càng tiến gần nhau tức là ta càng gần 
hình học ƠchHit. Vậy trong một miền vô cùng nhỏ thì 
hình học Lôbasepki rất gần hình học Ơclit. Sau đây, 
khi thiết lập được công thức đề tính œ (đ) ta sẽ thấy 
vấn đề chính xác hơn. 

2) Trong hình học Ơclít ta không thê dùng các phép 
dựng hình hình học đề tạo nên đơn vị dài. Ví dụ nếu ta 
đánh mất cái mét thì phải ổi mượn cái mét khác chứ 
không thê dùng các phép dựng hình đề tạo nên một 
đoạn bằng cái mét được. Trải lại nếu làm mất thước 
đo góc thì ta có thể dùng các phép đựng hình đề có góc 
vuông, 86 si v.v... Như thể người ta nói 

3 4 6 
rằng trong hình học Ơolit không có đơn vị dài tự nhiên 
nhưng cỏ đơn vị góc tự nhiên (ví dụ góc vuông). Trong 
hình học Lôbasepki thì không những có đơn vị góc tự 
nhiên mà còn có cả đơn vị dài tự nhiên. Chẳng hạn 
có thề quy ước với nhau lấy đoạn ở nghiệm phương 


8; 


trình z (đ) =-——- làm đơn vị dài. Đôi với một đoạn ¿ 


như vậy thì cỏ thề đùng toán học mà dựng nên, không 
cần làm một cải mẫu như mẫu của mét đặt ở Xevơrơ 
(Sèvres). 


IV — ĐƯỜNG CÁCH ĐỀU, DƯỜNG CỰC HẠN 
MẶT CÁCH ĐỀU, MẶT CỰC HẠN 


§ 38. Ta hãy xét quỹ tich các điềm cách đều một đường 
thẳng cho trước D. Rồ ràng là quÿ tích gồm bai nửa 
đối xứng với nhau qua Ð cho nên ta chỉ cần xét một 
nửa nằm về một phia nhất định của D. 


Trước hết rồ ràng là nửa đó không phải là một đường 
thẳng như trong hình học ỚƠclit. Quả vậy, ta hãy lấy ba 
điềm M,N,P của nửa đó : MẠI :s NN' :5 PP". 





Iình 30 


Hai góc ở N của hai tử giác Xắckêri MM'N'N và PP'NN 
đều nhọn, do đó góc MNP không phải là góc bẹt tức là 
M,N,P không thẳng hàng. 

Vậy quỹ tích là một đường cong gồm hai nhánh đối 
xứng với nhau qua D. Người ta gọi nó là đưởng cách 
đều. Cũng có khi người ta gọi mỗi nhánh là một đường 
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cách đều. Đường thẳng D gọi là đáy của đường cách 
đều. Các đường thẳng vuông góc với đáy gọi là các đường 
cao. Khoảng cách từ một điềm của đường cong tới đây 
gọi là bề cao. 

Định lý 20: Mỗi đường cách đều là một quŸ đạo trực 
giao của họ các đường cao của nỏ. 

CHỨNG MINH : Ta hãy xét tiếp tuyến tại một điềm 
M của đường cách đều. Muốn vậy ta xét giới hạn của 
cát tuyến NM khi N dần tới M dọc theo đường cách đều. 
- Ta đựng trung trực HH` của đoạn MN. Vì MÀI' và HH' 
phân kỷ nên : 


M'MB > z (MH) 
Alặt khác ÑNH<-T (góc ở đáy trên của tử giác 


Xắckêri). Kbi Ñ dần tới M thì MH dần tới không nên z 





(MH) dần tới .x Vay MˆMH cũng dần tới 5 . Vậy tại 
M, đường cách đều có một tiếp tuyến vuông góc với 
đường cao ÀÏÍM'. 

Một tập hợp những đường thẳng cùng nằm trong một 
mặt phẳng và cùng vuông góc với một đường thẳng chung 
gọi là một chùm hụ pebolíc. 

Một tập hợp những đường thẳng cùng nằm trong một 
mặt phẳng đồng quy ở một điềm gọi là chàm eliptic. 

Một tập hợp những đường thẳng cùng nằm trong một 
mặt phẳng và song song với nhau về cùng một phía gọi 
là chủm parabolic. 

Vời các đanh từ trên thì ta có thê phát biều: các quỹ 
đạo trực giao của một chùm hypebolie là những đường 
cách đều. 
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§ 39. Cững như trong hình học Ơolit, các quỹ đạo 
trực giao của một chùm eliptie là những vòng tròn. 
Còn các quỹ đạo trực giao của một chùm parabolic là 
những đường gì? Rồ ràng các quỹ đạo đó không phải 
là những đường thẳng vì các đường thẳng cùng vuông 

góc với một đường thẳng 
không làm thành một chùm 
parabolie. Vậy các quỹ đạo 
đó là những đường cong 
gọi là những đường cực 
hạn (hình 31). Mỗi đường 
thẳng của chùm parabolie 
gọi là một frục của đường 
cực hạn. 

Có ¿hề xem mỗi đường 
cực hạn như một vòng tròn 
có tâm ở vô tận. Như vậy 

Hình 31 trong hình học Lôbasepki, 

đường thẳng không thể xem 

là giới hạn của một vòng tròn khi tâm chạy ra vô tận, 

Trong hình học Lôbasepki, đường thẳng chỉ có thê 
xem là một đường cách đều có bề cao bằng không. 


§ 40. Trong không gian, một tập hợp những đường 
thẳng cùng vuông góc với một mặt phẳng gọi là một 
bó hụpebolic. 

Một tập hợp nbững đường thẳng đồng quy gọi là 
một bó elipttc. 

Một lập hợp những đường thẳng song song với nhau 
về cùng một phía gọi là một bó parabolic. 

Các quỹ đạo trực giao của một bó là những mặt 
cách đều, mặt cầu hay mặt cực hạn tùy theo bó đỏ là 
hypebolie, eliptic hay parabolic. 
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V— MỘT MÔ HÌNH CỦA HÌNH HỌC LÔBASEPKI 
Mô hình Poăngcarê (Poincaré ) 


§ 41, Đề trình bày khổi rườm rà, trước hết ta hãy 
xây đựng mô hình của hình học Lôbasepki phẳng. 

Trong hình học sơ cấp phẳng thông thường (một mỡ 
hình của hình học Ơclit phẳng) ta hãy lấy một đường 
thẳng z nào đó mà đề cho tiện, ta sẽ tưởng tượng là 
nằm ngang; đường thẳng z xác định hai nửa mặt 
phẳng; ta quy ước gọi một trong hai nửa đó là 
«(nửa trên›». 

Cáe khái niệm cơ bản trong hệ tiên đề Lôbasepki sẽ 
thể hiện cụ thể ra trong mô hình này như sau: 

— Các « điềm » là những điềm thông thường (điềm 
Ơclit) thuộc nửa trên (không kề các điềm của đường 
thẳng 2). 

Các « đường thẳng » là những nửa vòng tròn thông 
thường (nửa vòng tròn Ơclit) thuộc nửa trên và trực 
giao với + (tức là có tâm trên +) và cả những tia thông 
thường (tia Ơclit) thuộc nửa trên, có gốc trên z và 
vuông góc với z. Đề sau này phát biều khỏi rườm rà 
ta hãy coi các tia đó như những nửa vòng tròn có bán 
kính lớn vô cùng. 

— Một điềm Lôbasepki Á sể coi là «thuộc» đường 
thẳng Lôbasepki a nếu điềm Ơclit A (thuộc nửa trên) 
nằm trên (hiểu theo nghĩa thông thường) nửa vòng 
tròn Ơclit a. 

— Cho ba điềm Lôbasepki A, B, C trên một đường 
thẳng Lôbasepki «. Ta sẽ nói rằng B «ở giữa » Á và C 
nếu trên nửa vòng tròn Ơclít a, điềm Ơclit B ổ giữa 
(theo nghĩa thông thường) hai điềm Ơclit A và C. 

Nói tóm lại, hai khái niệm « thuộc » và «ở giữa › thì 
cử hiều như thông thường. 
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— Riêng khái niệm «toàn đẳng» thì khá phức tạp 
nên ta sẽ đề riêng một mục đề xét san. 

Bây giờ ta đã có thề xét ngay đề thấy rằng các tiên 
đề I1; I2; I,3 và oác nhóm tiên đề II, IV, V' đều 
nghiệm. 

Tiên đề L1 nghiệm vì qua hai điềm A, Db của nửa 
trên bao giò cũng có một nửa vòng tròn trực giao 
với z. 

Tiên đề l2 nghiệm vì hai nửa vòng tròn thuộc nửa 
trên và trực giao với z không thể cỏ quả một điềm 
chung. 

Tiên đề I3 nghiệm vì trên một nửa vòng tròn thuộc 
nửa trên và trực giao với # có vô số điềm thuộc nửa 
trên ; ba điểm thuộc nửa trên và thẳng hàng trên một 
đường thẳng không vuông góc với zø rõ ràng là ba 
điềm không cùng thuộc một nửa vòng tròn trực giao 
với #. 

Nếu đường thẳng Lôbasepki được biều diễn bằng 
một tia Ơclit thì rỗ ràng ba tiên đề H1; IL2; 
1I3 đều nghiệm. Trong trường hợp mà nửa đường 
thẳng Lôbasepki được biêu diễn bằng nửa vòng tròn 
Ơclit thì ta thiết lập liên hệ một đối một sau đây giữa 
các điềm của nửa vòng tròn và các điềm của một 
đường: thẳng (Ơclit) „ song song với +: mỗi điềm M 
trên nửa vòng tròn sẽ ứng với điềm M trên ữ sao cho 
M và M thẳng hàng (theo nghĩa Ơclit) với tàm của nửa 
vòng tròn. 

Trong liên hệ đó nếu B ở giữa A và C trên nửa 
vòng tròn thì B' sẽ ở giữa A' và €° trên đường thẳng 
u, nói cách khác liên hệ này bảo tồn tương quan «ở 
giữa ». Vậy các tiên đề ILI; H,2; I3 đều nghiệm vì 
chủng nghiệm trên đường thẳng u. 


92 


Đề chứng minh rằng tiên đề II, 4 cũng nghiệm thi 
ta phải chứng mỉnh định lý sau đây của hình học Ơclit: 
cho một tam giác 
cong ABC (hinh 


32) tạo nên bởi ba “-IẨN cử 
nửa vòng tròn 
trực giao với 4; — 

một nửa vòng 7 3 


tròn thứ tư trực 

giao với z không Hình 32 

đi qua điểm nào 

trong ba điểm A, B, € cả ; nếu nửa vòng tròn thứ tư này 
cắt cung AB thì nó còn phải cắt hoặc cung BG boặc 
cung AC. Định lý này theo trực giác thì rất hiền nhiên 
và chứng mỉnh cững không ích lợi gì nên ta không 
chứng minh. 

Đề chứng minh rằng bai tiên đề IV,l và IV,2 đều 
nghiệm chỉ việc chứng mỉnh rằng tiên đề Đơđokin 
nghiệm, Trưởc hết nếu đường thẳng Lôbasepki được 
biều diễn bằng một tia Ơclit thì rõ ràng là tiên đề 
Đođơkin nghiệm (vì nó nghiệm trên tỉa Ơclit và vì 
tương quan thứ tự Lôbasepki cũng hiểu theo nghĩa Ơclit). 
Còn nếu đường thẳng Lôbasepki được biều diễn bằng 
một nửa vòng tròn Ơclit thì ta lại dùng đến liên hệ 
một đối một vừa nỏi ở trên giữa các điềm của nửa 
vòng tròn và các điềm của đường thẳng œ song song 
với z; vì tiên đề Đơđơkin nghiệm trên đường thẳng 
„ nên nó cũng nghiệm trên nửa vòng tròn. 

Tiên đề Ý' nghiệm vì cho một nửa vòng tròn q trực 
giao với z và một điềm A ở ngoài nửa vòng đó thì qua 
À có vô số nửa vòng tròn trực giao với # và không 
cắt nửa vòng tròn ø (hình 33). 

§ 42. Đề xét khái niệm «toàn đẳng › ta phải dùng đến 
phép nghịch đảo, 


9ö 


Cho một vòng tròn (C) tâm O, bán kính r và một 
điềm M không trùng với O. Ứng với một điềm M 
bao giờ ta cũng có 
một điềm M' duy Â 
nhất nằm trên tia 
OM và xác định bởi 
điều kiện: 

OM. OM' =2, 


Phép biến hình 
M=f(M) xác định Hình 33 
như trên gọi là phép 
nghịch đảo đối với vòng tròn ©G. Vòng (C) gọi là vòng 
nghịch đảo và tâm của nó gọi là tâm nghịch đảo. 
Ngoài ra ta quy ước gọi phép đối xứng qua một 
đường thẳng (C) là phép nghịch đảo đối với đường 
thẳng đó. ĐỀ sau này phái biều cho gọn, ta sẽ coi 
đường thẳng (C) như một vòng tròn có bán kính vô 
cùng lớn. Quy ước trên đây là hợp lý vì rằng trong 
phép nghịch đảo đổi với 
một vòng tròn thực sự 


Kệ (hình 31) ta có: 
OM. OM' = ÓOA?—ÖE: 
0 MỊ <2 „`sa _....... 
8 tức là AM và M' chia điều 
A hòa A, B. 


Bây giờ ta tưởng tượng 

các điềm A và M cố định 

còn tâm O (và do đó cả B) 

Hình 3⁄4 chạy ra vô tận trên tia AM. 

Thế thì (C) dân tới tiếp tuyến 

của nó tại À và M° dần tới vị trí đối xứng với M qua 

tiếp tuyến đỏ (vì M, M? chia điều hòa A, B mà B ở 
vô tận). 
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Sau đây là một số tỉnh chất hiền nhiên của phép 
nghịch đảo : 

1) Nếu M? là nghịch đảo của M thì ÁM là nghịch đảo 
của M', Người ta phát biểu tính chất này bằng cách 
nói rằng phép nghịch đảo có lính chất đối hợp. 

2) Mọi điềm trên vòng (C) biến thành chính nó. 

3) Nếu M và NÑ là hai điềm không thẳng hàng với 
thì bốn điêm M,N,AU,N' đồng viên (nghĩa là cùng 
nằm trên một vòng tròn) vì rằng OM, OM'=ONÑ.ON'=t?. 

Ta sẽ thiết lập thêm một số tính chất nữa của phép 
nghịch đảo cần thiết về sau: 

4) Phép nghịch đão có tính chất bảo giác (tức là bảo 
tồn góc). Quả vậy, giả sử ta có hai đường cong Lạ, Lạ 
cắt nhau ở A và tại 
A chúng cỏ hai tiếp 
tuyến AT), ATạ xác 
định góc của chủng 
ở đó. Qua phép 
nghịch đảo, Lịạ và 
lạ biến thành hai 
đường cong L; và 
Lạ cắt nhau ở ảnh Hình 35 
A' của điềm A, 

Trên L¡ ta lấy một điềm B gần A. Điềm B' tương 
ứng nằm trên L”¡. Theo tính chất 3) thì A, B, A', B` đồng 
viên. Bây giờ ta cho B dần tới A; thể thì B` sẽ dần tới 
A*. Trong quá trình đó A, B, A°, B' vẫn luôn luôn đồng 
viên và khi B đến A thì vòng tròn AB A'B' dần tới 
vòng tròn (K) đi qua A, A' và tiếp với ẠT\, giới hạn 
của A B. Như vậy B' A' dần tới tiếp tuyến ở À” của 
(K); nhưng B° dần tới A' dọc theo I7, nên tiếp tuyến 
nói trên của (K) tại A' cũng chính là tiếp tuyến T”; của 
Lhụở AI. Vì T¡ và T?¡ là tiếp tuyến của (K) nên chúng 
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nghiêng đều trên đoạn AA'. Ta cũng có kết quả như 
vậy đối vời hai tiếp tuyến T; và T”;, do đó góc của hai 
tiếp tuyến T¡, T; bằng góc của hai tiếp tuyến T?, T; 
(đối xứng qua trung trực của AA"). 

ð) Phép nghịch đảo biến một vòng tròn thành một 
vòng tròn (đường thẳng coi như vòng tròn có bán kính 
vô cùng lớn). Quá vậy giả sử ta có vòng tròn (L). Ta 
hãy xét ảnh (L) của nó ; ta phản biệt mấy trường hợp: 

a) L là một đường thẳng đi qua tâm nghịch đảo O: 
rồ ràng là L biến thành chính nó. 

b) L là một đường thẳng không qua tâm O. 

Ta hạ OH vuông góc với L và lấy H' tương ửng với H. 
Nếu M và M' là hai điềm tương ứng nào đỏ thì H, H', 
M,M' đồng viên do đó góc (HM, HH') bằng góc (MM, 
MH). Điều kiện ắt có và đủ đề M thuộc L là góc (HM, 
HH) vuông, do đó điều kiện ắt có và đủ đề M' thuộc L' 
là góc (MM, MH) cũng vuông. Vậy Lˆ là vòng tròn 
kinh OH'. 


LÀ 





Hình 36 Hình 37 
e) L là một vòng tròn đi qua O. Ta lấy điểm H xuyên 
tâm đối của O và điềm H” tương ứng. Lấy hai điềm 
tương ứng khác AI, M' ta sẽ chứng mỉnh như ở phần b) 
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rằng điều kiện ắt cỏ và đủ đề M' thuộc L7 là góc 
(HM', HH) vuông (hình 37). Vậy L° là đường thẳng 
vuông góc ở H' với OH. 





đd) L là một vòng tròn bất kỳ không đi qua O. Đường 
kinh qua O cắt Lở A và B; ta lấy A', B' tương ứng 
với À, B và một cặp điềm tương ứng nào đó M, M'. 
Theo tính chất 3) ta có các đẳng thức sau: 

(MA, MM?)—(A°A, M'A')(M,M', A,A* đồng viên). 

(MM', MB) —=(M'B', A'A) (M,M'°, B,B' đồng viên). 

Cộng về với vế ta có : 

(MA, MB) =(M'B°, M'A') 

Điều kiện ắt có và đủ đề M thuộc L là góc ở vẽ đầu 
vuông do đó điều kiện ắt có và đủ đề M' thuộc L là 
góc ở vẽ sau vuông. Vậy L7 là vòng tròn kính A'B', 

Biều diễn các phép nghịch đão bằng phức số. Tích các 
phép nghịch đảo: Ta chọn một hệ trục tọa độ trực 
giao và cho ứng với mỗi điềm M phức số z=Zx-+Liy 
trong đó x và y là các tọa độ của M. Số liên hợp 
VỚI z sẽ ký hiệu là Z=:x —Ìy. 
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Nếu tàm nghịch đảo ứng với phức số a thì phép 
nghịch đảo M'{z)=f[M()] sẽ diễn ra thành quan hệ 
hàm sau đây giữa z và 2°: 

(z—a)(z—a)=r? 
r— AZ+(?— aR) 


hay: z—=a-EL ng ng 
Quan hệ có dạng: Z' = Az+B (Œđ) 


Trên đây là trường hợp vòng nghịch đảo là một vòng 
tròn thường. 

Ta hãy tìm quan hệ giữa z và Z' trong phép nghịch 
đảo đối vời một đường thẳng. Nếu đường thẳng này là 
trục Óx thì ta có ngay : 2 =z. Hệ thức này cũng có dạng 
() với A=1, B=0, C=0, D=I1. Nếu trục đối xứng 
đi qua O và làm với trục Ox một gỏe / thì trước hết ta 
dùng phép quay quanh O một góc — f đề cho trục đối 
xửng đến trùng với trục Ôx. Sau phép quay đó z và 2` 


theo thứ tự thành * ze Í và z'e"# nhưng bây giờ trục đối 
xứng đã trùng với trục Ôx nên ta cô : 
Z'e-t = ze-Ït = Zelt 
hay z = zetit 
Hệ thức này cũng có dạng (7) với À = e?t, B—=C=0, 
D=1.Nếu trục đối xứng không đi qua © thì trước hết 
ta tịnh tiến trục đó đề cho nó đi qua O. Sau phép lịnh 


k Trong cấp số e# nếu ta thay œ bằng í/ rồi chú ý đến các 
cấp số biều điến sin / và cos ( thì ta sẽ thấy elf — cost + i sỉn í. 
Vậy eft là một phức số có môđun bằng I và agumen bằng t. 
Nhân z với elt tức là nhân môñun của z vôi 1 và cộng thêm 
f vào agumen của z, rốt cuộc là quay điềm ứng với z đi một 
góc 
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tiến thi z và Z' theo thứ tự thành z--a và 2z + a (a là 
phức số ứng với véc-tơ tịnh tiến). Nhưng bây gìờ trục 
đối xứng đã đi qua O nên ta có : 
z' +8 = (+ a) e9! = 7 c?Ít -}- a eÊtt 
hay Z' = z©1!! + a @BÌt — a 
Hệ thức này cũng có đạng (1) với Á = e?ft, 
B=ae?U—a, C=0, D=I. 

Tóm lại mọi phép nghịch đảo đều được biều diễn 
bởi một hệ thức đạng (1). 

Bây giờ ta hãy thực hiện liên tiếp hai phép nghịch 
đảo: phép thứ nhất biến điềm M (2) thành M' (2) theo 
hệ thức : 

„ Aiz + Bì, 

_— 4+ Dị) 
xà phép thử hai biến điềm M' (z) thành M” (2) theo 
hệ thức: _— 

z”= Asz B1 Dạ . 

CạZ +-Dạ ` 

thay Z` trong hệ thức sau bằng biều thức của nó trong 
hệ thức trước, ta có : 


A; (2E +5) +P, 





Ho Ô¡z + Dị 
— œ (Â#+Bạ 
9 &z + Ð, + Dạ 
Làm xong các phép tính và ước lược ta thấy quan hệ 
Tả. T az-+-b 
| Y tr) —= TT 2 
giữa z” và z có đạng: Z THIỆP @2) 
Bây giờ ta lại biến M” (2z) bằng một phép nghịch 
đão thứ ba: z”'= ch 
Cgz + Dạ 
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Trong hệ thức này nếu ta thay z” bằng biều thức (2) 
của nỏ thì sẽ thấy rằng quan hệ giữa z” và z lại có 
dạng (1)... v.v... Ta có thề kết luận : 

Tích của một số phép nghịch đảo được biều diễn bằng 
một hàm số nhất biến của z ha của z tùu theo số phép 
nghịch đảo là chấn hay lễ. Kết quả này giúp ta chứng 
minh thêm hai tính chất sau đây của các phép. 
nghịch đảo : 

6) Nếu trong một phép biến bình tạo nên bởi tích 
của một số chăn những phép nghịch đảo. ta có 3 điểm 
kép thì phép biến hình đó là phép biến hình đồng nhất. 

Vì số phép nghịch đảo là chẵn nên phép biến hình 
đã cho có đạng : 





giả a2 -+-b 
— 0# +d 
Các điềm kép được xác định bởi phương trình z'=2 
hay CHIẾU, bay ez? + (đ —a4)z—b=0. 
ez-+d 


Theo giả thiết phương trình bậc hai này phải có 3 
nghiệm, điều chỉ cỏ thê được khi vế đầu đồng nhất với 
không, nghĩa là: c—=0, d— a=0, b=0, từ đó suy 
ra phép biến hình của chúng ta là phép z' = z tức là 
phép đồng nhất. 

7) Trong một phép biến hình tạo bởi tích của một 
số lẻ những phép nghịch đảo, nếu ta có ba điềm kép 
A,l, CC thì phép biến hình đó là phép nghịch đảo đối 
với vòng tròn ABC. 

Sau khi thực hiện số lẻ các phép nghịch đảo đã cho 
(tức là thực hiện phép biến bình đã cho), ta thực hiện 
thêm phép nghịch đảo đối với vòng tròn ABC; như thế 
thì số phép nghịch đảo trở thành chẵn, còn ba điềm 
A, B, € vẫn tiếp tục là ba điềm kép (vì phép nghịch đảo 
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đối với vòng tròn ABC cũng biến A thành A, B thành 
B, C thành C). Vậy theo kết quả ở phần 6, thì tích của 
phép biến hình đã cho với phép nghịch đảo đối với 
vòng tròn ABC là phép đồng nhất. 

Như thế thì phép biến hình đã cho là phép đảo ngược 
của phép nghịch đão đối với vòng tròn ABC. Nhưng phép 
nghịch đảo có tính chất đối hợp nên phép đảo ngược 
của một phép nghịch đảo lại chỉnh là phép nghịch đảo 
đó. Cuối cùng ta thấy rằng phép biến hình đã cho 
chính là phép nghịch đảo đối với vòng tròn ABC. 

§43. Ở §4l,ta đã thấy rằng thứ tự các điềm trên 
một đường thẳng Lôbasepki trùng với thứ tự các điềm 
trên nửa vòng tròn Ơclit biều diễn đường thẳng Lôba- 
sepki đó. Vì vậy, một đoạn 
thẳng [.ôbasepki AB được biều 8g 
điễn bởi cung có các đầu mút A 
ở A và B của nửa vòng tròn; 
một lia Lòbasepki gốc O được 
biểu điễn bởi cung OX mà đầu X 
mút X nằm trên đường thẳng 
+ (hình 39). 


C6 nhiên điềm X không kê là một điềm của tia Lôba- 
sepki. Dỉ nhiên, một góc Lôbasepki là một tập hợp hai 
tia Lôbasepki xác định như ở trên. 

Muốn xác định khái niệm «toàn đẳng» trong mô 
bình Poăngcarê ta phải dùng đến phép nghịch đảo đối 
với những vòng tròn trực giao với +. Với những phép 
nghịch đảo như thế thì một điềm của nửa trên lại biến 
thành một điềm của nửa trên. Từ nay về sau khi nói 
đến phép nghịch đảo thì ta đều hiều ngầm rằng vòng 
tròn nghịch đảo trực giao với #. Ta sẽ nỏi rằng đoạn 
Lôbasepki AB (toàn đẳng» với đoạn Lôbasepki A°B” 
nếu có một dẩy phép nghịch đảo sao cho tích của chủng 


Hình 39 


101 


biển cung tròn Ơclit AB thành cung tròn Ơclit Á?B” 
(A thành A', B thành B°). Cũng vậy, góc Lôbasepki (h, k) 
sẽ gọi là «toàn đẳng » với góc Lôbasepki (h°, k') nếu có 
một đấy phép nghịch đảo sao cho tích của chủng biến 
các cung tròn Ơclit h, k thành các cung tròn Ơclit h°, kÌ 
(h thành h°, k thành `). Do tính chất bảo giác của các 
phép nghịch đảo (§ 42) thì các góc toàn đẳng với nhau 
theo nghĩa Lôbasepki như vừa định nghĩa ở trên thì 
cũng toàn đẳng với nhau theo nghĩa mà ta vẫn hiền 
trong hình học Ơclit đổi với các góc cong. Vì lề đó, từ 
đây về sau, đối với sự toàn đẳng của các góc và do đó. 
đối với độ lớn của góc, ta không cần phân biệt là theo 
nghỉa Lôbasepki hay theo nghĩa Ơclit. Vi dụ nếu theo 
nghĩa Ơclit ta có hai nửa vòng tròn trực giao với + và 
trực giao với nhau thì, theo nghĩa Lôbasepki, ta sẽ có 
hai đường thẳng cùng trực giao với nhau. Người ta phát 
biểu tính chất này băng cách nói rằng mô hình Poăng- 
carê là một mô hình bảo giác. 

Với khái niệm «toàn đẳng» xác định như trên, ta 
hãy xét xem một phép nghịch đảo Ơclit đối với một 
vòng tròn trực giao với z (và chỉ xét ở nửa trên) thì 
theo nghĩa Lôbasepki là phép gì? 

Ta lấy bai điềm 

: M, M' tương ứng 

C M với nhau trong phép 

nghịch đảo đối với 

vòng tròn (C) có tâm 

O ở trên z (hình 40). 

Ỗ Ta dựng đường thẳng 

Labasepki đi qua M, 

M?; nó cắt nửa vòng. 
tròn (C) ở ]. 

Vì OM.OM'ˆ= O]? nên hai nửa vòng tròn Ơclit (C) 
và MIM' trực giao với nhau; như vậy theo nghĩa 


Hình 20 
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Lôbasepki ta nói rằng hai đường thẳng (C) và MM' trực 
giao với nhau ở l. Phép nghịch đảo đối với vòng tròn 
(C) biến cung IM thành IM)'; như vậy, theo nghĩa Lô- 
basepki ta nói rằng đoạn thẳng Lôbasepki TM toàn đẳng 
với đoạn thẳng Lôbasepki IAU, Tóm lại, theo nghĩa Lô- 
basepki thì đường thẳng (C) là trung trực của đoạn 
thẳng MM', Vậy phép nghịch đảo Ơciit đối với vòng 
tròn (C) là phép đổi xứng Lôbasepki qua đường 
thẳng (C). 

_ Trên đây chỉ mới xét trường hợp vòng tròn nghịch 
đảo là một vòng tròn thật sự ; trường hợp nỏ suy biến 
thành đường thẳng (trực giao với +) lại càng dễ xét 
hơn; độc giả tự xét lấy. 

Bây giờ thì ta hiều rö hơn định nghĩa về «toàn đẳng » 
nêu ra ở trên : hình H gọi là toàn đẳng với hình H' nếu 
có một dãy phép đối xứng qua các đường thẳng sao 
cho tích của chúng biến H thành H.. 

Để chuẩn bị xét các tiên đề của nhóm II, ta hãy xét 
thêm hai thi dụ về «toàn đẳng › trong mô hình Poăng- 
carê : ở trong bai hình 41, ta đều có: AB = CD. 





Hình 41 


Quả vậy, ở hình 4la hai cung AB và CD là vị tự của 
nhau. Nhưng một phép vị tự tâm O có thể phân tích 
thành tích của hai phép nghịch đảo tâm O (vì từ OM'—r? 
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và OM'.OM” = r* ta suy ra M” _ Fˆ) đo đó theo 
OM lu 





nghĩa Lôbasepki thì AB =- CD, 

Ở hình 41b thì chỉ cần một phép nghịch đảo tâm I 
là biến được cung tròn ÁB thành đoạn thẳng CD, đo 
đó theo nghĩa Lôbasepki, ta có AB :=z CD. 

Bây giờ ta xét các tiên đề của nhóm HH. 

Tiên đề 1H, 1. Giả sử ta có một đoạn AB và một tia 
A”X' (hình 42). Ta dựng trung trực Lôbasepki của đoạn 
Lôbasepki AA' (trên hình 42, trung trực đó là nửa vòng 
tròn Ơclit tâm O bán kính VÕA.. OA`. 





khinh 423 


Phép đối xứng Lôbasepki qua trung trực đỏ biến 
điềm AÁ thành điềm A' và đoạn thẳng Lôbasepki AB 
thành một đoạn À”B* nào đó. Tia Lôbasepki À'B* và tia 
Lôbasepki ÀA'X' lạo nên một góc Lôbasepki. Ta dựng 
phân giác Lôbasepki của góc đó (tức là nửa vòng tròn 
Ơclit có tâm trên + và chỉa đôi góc cong Ơclit B*A”X'). 
Phép đối xứng Lôbasepki qua phân giác đó biến A'" 
thành chính nỏ, biến điềm B* thành một điềm B'` nằm 
trên tỉa A'X' và đoạn Lôbasepki A°B* thành đoạn Lôba- 
sepki A'B'. 

Như vậy là trên tỉa A'X' có một điềm HB' sao cho 
AB=AB' (theo nghĩa Ơclit thì ta đã biến cung AB thành 
cung A'°B' bằng tích của hai phép nghịch đảo). 
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Tiên đề II, 1 còn yêu cầu sự duy nhất của điềm B° 
đó. Giả sử trên tia A'X' có hai điềm l3; và B?; sao cho 
AB= A'B“¡ và ÀB:= A'B'¿. Như vậy nghĩa là có một dãy 
Z¡ những phép nghịch đảo biến cung ÀB thành cung 
A'B'; và một đẩy khác Z¿ những phép nghịch đảo biến 
cung AB thành cùng A'B?a. 

Gọi X là điềm mà ở đó cung AB kéo dài về phía B 
cắt đường thẳng z và Y là điềm mà ở đó cùng AB kéo 
dài về phía A cắt z. Gọi X' và Y' là những điềm tương 
tự đối với cung A'B'. Dĩ nhiên cả hai dầy Z¡ và Z¿ đều 
biến X thành X° và Y thành Y', 

Ta tạo nên một đẩy phép nghịch đảo Z¿ bằng cách 
trước hết thực hiện các phép của Z¡ nhưng theo thử tự 
ngược lại rồi sau đỏ thực hiện các phép của Z¿. 2ạ biến 
các điềm theo sơ đồ sau đây: 

Za 
——.—————_.s 
Z¡ ngược rồi 2a 
X =XrồiX >X' 
A'> ArồiA =A' 
Ý' —ŸYrồiY -+>ÝY' 
Bạ —=BrồiB _ Bạ 

Ta thấy rằng trong Z2 ta có ba điềm kép X', Y, A', 
Vậy Z4 là phép đồng nhất hoặc là phép nghịch đảo đối với 
vòng tròn X'`Y' A', Trong cả bai trường hợp 2¿ đều biến 
điểm B) (nằm trên vòng tròn X'Y' Ä”) thành chính nó. 
Nhưng theo sơ đồ trên thi Z;¿ biến BH); thành B°;, điều 
đó chứng tỏ hai điềm này trùng nhau. Cuối cùng tiên 
đề HH1, 1 yêu cầu rằng AB = BA. Muốn chứng roỉinh điền 
này trong mô hình Poắngcarèẻ, ta chỉ việc thực hiện 
một phép đối xứng ILôbasepki qua trung trực của đoạn 
AB (tức là thực hiện một phép nghịch đảo Ơclit biến 
cùng AB thành BA, điềm A thành B, điềm B thành A). 
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Tiên đề HI, 2. Giả sử ta có A'B? = AB và AB” =: A3. 
Như thế nghĩa là có một dẩy Z¡ những phép đổi xứng 
Lôbasepki biến À'B' thành AB và có một đẩy Z¿ những 
phép đối xứng Lôbasepki biến A”B” thành AB. Ta tạo 
nên một dãy Z¿ những phép đối xứng [ôbasepki bằng 
cách thực hiện trước hết những phép đối xứng của 4⁄4 
sau đó thực hiện những phép đối xửng của 2¿ nhưng 
theo thứ tự ngược lại. Z¿ biến các đoạn thẳng Lôbasepki 
theo sơ đồ sau đây: 

Za 
Z¡ tồi Z¿ ngược 
A?B'> AB rồi AB -—> A”B” 

Vậy Z¿ biến đoạn A'B' thành đoạn A”B”, đo đó 
A'B =A'B'. 

Tiên đề III,8. Giả sử AB và A'B? là những đoạn 
Lôbaspeki, € là một điềm của đoạn AB và €° là một điểm 
của đoạn A'B'. Ta phải chứng mỉnh rằng từ AC= A°C? 
và CB = CB” ta suy ra được AB = A'B.'. 

Vì AC = A'C' nên có một dẩy Z những phép đối xứng 
Lobasepki biến đoạn AC thành đoạn AC? (điềm Á thành 
điềm A', điềm CŒ thành C'). Dầy Z đó biến đoạn AB 
thành một đoạn A'B* chứa điềm C? (vì đoạn Al3 chứa 
C) và đoạn CB thành đoạn C”B". Vậy ta có CB =< C*B*, 
Nhưng theo giả thiết thì CB := C'B?, vậy theo tiên đề 
HI, 2 (mà ta đã chứng minh là đúng ở trong mô hình) 
thì C'B* =C'B' (¡). Điềm Bˆ nằm trên tỉa C'B, vậy theo 


1. Cứ theo tiên đề III,2 thì chỉ từ CB” == CB và C”B” == CB ta 
mới rút ra được CB° =C”ÌB'. Nhưng tử CB== CÌRỶ thì ta có 
ngay C?B” = CB vì rằng nếu có một dãy phép nghịch đảo biến 
cung CB thành cung C'BŸ thì cũng đầy đó, thực hiện theo thứ 
tự ngược lại, sẽ biến cung C?B” thành cung GB. Cũng vậy từ 
CB = CP? ta có ngay C?PR? = CB. 
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tiên đề III,1 (mà ta đã chứng minh là đúng) thì B* trùng 
với B”. Vậy Z7 biến AB thành A'B° do đó Al3 = A'B'. 

Tiên đề IIL*%. Giả sử (h, k) là một góc Lôbasepki 
đỉnh Ó và h là một tia Lôbasepki gốc O°. Vấn đề là 
phải chứng minh rằng về một phía cho trước của đường 
thẳng Lôbasepki chứa h° có một tỉa k“ duy nhất gốc O' 
sao cho (h, k) = (h`, k`). 

Trước hết ta thực hiện phép đối xứng Lôbasepki qua 
trung trực của đoạn thẳng Lôbasepki OO'. Qua phép 
này góc (h, k) biến thành một góc (h”, k”) có đỉnh ở 
Ó”. Sau đỏ phép đối xửng Lôbasepki qua phân giác của 
góc (h”, h') sẽ biến góc (h”, k”) thành một góc (', q) 
có đỉnh ở O'. Nếu k¡ nằm về phía cho trước của đường 
Lòbasepki chứa h° thì #ị chính là tia k' đáp ứng với 
yêu cầu. Nếu #° không nằm về phia cho trước đó thì ta 
thực hiện thêm phép đối xứng Lôbasepki qua đường 
thẳng h'`. Qua phép này tia h' biến thành chính nó, còn 
ky sẽ biến thành một tia k' đáp ứng với yêu cầu. 

Giả sử có hai tia kị và kỳ đáp ứng yêu cầu. Như thế 
thì có một dẩy Z¡ những phép đối xứng Lôbasepki 
biến tia h thành h, tia k thành k; và một dãy khác Z¿ 
những phép đối xứng Lôbasepki biến tỉa h thành tỉa h' 
và tia k thành tỉa kạ, thêm nữa kj, k¿ đều nằm về 
phía cho trước của đường thẳng h. Ta lại tạo nên một 
dãy Z¿ như trên (khi chứng minh tiên đề III,1). Z¿ biến 
các tỉa theo sơ đồ sau đây : 


Z4 
—— 
Vi rồi VẤN ngược 
h—.h rồi h—~-h 
k-> È rồi #¿ =§ 
2; biến tia h' thành chính nó, Như vậy trong 2a ta cớ 
ba điềm kép (gốc O' của h, giao điềm của + vời cung 
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tròn biều điễn h' và giao điềm của z với cung tròn biểu 
diễn tia kéo dài tia h), do đó Z¿ là phép đồng nhất 
hoặc phép nghịch đảo đối với vòng tròn Ơclit h`. Nhưng 
Za biến tỉa kạ thành kạ mà hai tỉa này nằm cùng phia 
đối với đường thẳng Lôbasepki h'. Vậy Z¿ không thể là 
phép nghịch đảo đối với vòng tròn h, cho nên 2; là 
phép đồng nhất do đó tia k, trùng với tia kỳ. 

Tiên đề II. 4 còn yêu cầu rằng : (h,k) = (h,k). Điều 
này đúng trong mô hình vì rằng ta chỉ việc lấy bình 
phương của một phép nghịch đảo nào đó là ta có phép 
đồng nhất đề biến tia h thành tia h và tia k thành 
tia k, 

Cuối cùng ta còn phải chứng mình rằng (ñh, k) = (k, h). 
Muốn vậy chỉ việc thực hiện phép đối xứng Lôbasepki 
qua phân giác của góc (h, È). 

Tiên đề III. 5. Giả sử ta có hai tam giác Lôbasepki 
ABC và ABC với AB = À'B, AC >z A'C và ỨẦG-=BẦC. 
Vấn đề là phải chứng minh rằng ABC : AfCŒ' và 
AGB=A'ÊB'. Vì HÂC =BẨC nên có một dãy Z những 
phép đối xứng Lôbasepki biến tia AH thành tia A'B' và 
tia AO thành tia A'C, Dây Z đó biến điềm B thành một 
điềm B* trên tia A'B' và điềm € thành một điểm C* trên 
tỉa A Ố”. Như thế thì AB=A'B* và AC:zÀ 'C*., Căn cứ vào 
giả thiết và vào tiên đề HI, 2 (mà ta đã chứng minh là 
đúng) thì A'B*==AB' và Á'C* = A'C', Cuối cùng căn 
cứ vào tiên đề II, 1 (mà ta đã chứng mình là đúng) 
thì B* trùng với B' và C* với ÚC Vậy dãy Z biến Ha ĐA 
thành tỉa A'P' và tia BC thành ta BC, do đó ẤB8C=AfØ®C' 
Cũng vậy ‡a có ACB = AB. 

Đến đây ta có thê phát biều : 

Định lý 21: Mô hình Poăngcarê là một mô hình của - 
hình học Lôbasepki. 


108 


§ 44. Bây giờ ta xét xem một vài sự kiện trong hình 
học Lôbasepki trừữu tượng thề hiện cụ thê ra trong mô 
hình Poăngcarê như thế nào. 

1) Ta hãy lấy một điềm A ngoài một đường thẳng «. 
Hai đường thẳng Au và Au'° song song với a chính là 





Hình ¿3 


hai nửa vòng tròn đi qua A, trực giao vời z và tiếp với 
nửa vòng tròn a theo thứ tự ở U và U' (hình 43). Nên 
nhở rằng U và Ú' không phải là điềm Lôbasepki nên 
u và u đều không cắt a. Đường thẳng AH vuông góc 
với a chính là nửa vòng tròn đi qua A, trực giao với 
+ và trực giao với nửa vòng tròn 4a. 

Ta chú ý rằng góc của hai vòng tròn ¡, u° nhận vòng 
tròn ÀH làm một vòng tròn phân giác. Sở đi ta dám 
quả quyết như vậy vì biết rằng trong hình học Lôbasepki 
HẦu = HẦU. 

Đây là một thí dụ về việc dùng hình học Lôbasepki 
đề nghiên cửu hình học Ơclit. 

2) Ta hãy lấy một góc (h, k) đỉnh O (h. 44). Nửa vòng 
tròn Ởclit ! trực giao với ø và tiếp với h và Ek theo thử 
tự ở H và K chính là đường thẳng Lôbasepki song song 
với cả hai cạnh góc. Miền có gạch xác định bởi ¡ chính 
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là miền mà qua bất cứ điềm nào của nó cũng không 
dựng được đường thẳng nào cắt cả hai cạnh góc. 





Hình 4% 


3) Một chủm eliptie tâm A được biểu diễn bằng nửa 
trên của một chùm vòng tròn Ơclit có hai điểm căn cứ 
A,A' đối xứng với nhau qưa z (Á ở nửa trên). Ta biết 
rằng trong hình học Ơclít các quỹ đạo trực giao của 
chùm vòng tròn đó là các vòng tròn của chùm liên hợp 
(nhận A,A' làm hai điềm giới hạn). Nhưng trực giao 
theo nghĩa Ơclit thì cũng là trực giao theo nghĩa Lôba- 
sepki (vì mô hình Poăngcarê bảo giác) nên các vòng 

tròn Ơolit của chùm liên hợp đó cũng là những vòng 





Hình $5 


tròn Lôbasepki (hình 45) (vì là quỹ đạo trực giao củ: 
một chùm eliptic). Tâm Lôbasepki của các vòng trò! 
đó là điềm A (khác với tâm Ơclf). Kết quả trên ch: 
phép ta phát biều : 
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Trong mò hình Đoăngcarẻ, mỗi vòng tròn Ơclit không 
cắt đường thẳng z là một vòng tròn Lôbasepki : Tâm 
Lôbasepki của vòng tròn đó là một trong hai điềm giới 
hạn (điềm ở nửa trên) của chùm vòng tròn xác đỉnh 
bởi vòng tròn Ơclit đã cho và trục đẳng phương z. 

4) Một chùm hypebolie được biều điễn bằng nửa trên 
của một chùm vòng tròn Ơelit cỏ hai điềm giới hạn 
P,P' trên đường thẳng + (vì, theo nghĩa Lôbasepki thì 
các nửa vòng tròn của chùm đó là những đường thẳng 
trực giao với đường thẳng biểu diễn bởi nửa vòng tròn 
ƠcHt kinh PP). Trong hình học Ởcelit ác quỹ đạo trực 
giao của chùm vòng tròn đỏ là những vòng tròn của 
chùm liên hợp (nhận P,P' làm hai điềm căn cứ). Vì 
trực giao theo nghĩa Ơclit cũng là trực giao theo nghĩa 
Lôbasepki nên phần ở nửa trên của các vòng tròn thuộc 
chùm đỏ (tức là các cung tròn tận cùng ở P và P') 
biêu diễn những đường cách đều. 

Ta có thề phát biều : 


Mỗi cung tròn Ơclit có hai đầu mút P, Pˆ nằm trên 
đường thẳng + biều diễn một đường cách đều. Đáy của 
đường cách đều này được biêu diễn bằng nửa vòng 
tròn ỚỢclit kinh PP", 





Hình ¿6 


Nếu ta dùng một phép rghịch đảo tâm Ð hay P' thì 
Yòng tròn đó biến thành một tỉa (Ơclit) có gốc trên œz 
Và không vuông góc với z. 
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Theo nghĩa Lôbasepki thì tia đó và cung tròn là hai 
hình đối xứng (vì phép nghịch đảo Ơolit là phép đối 
xứng Lôbasepkhi) cho nên tia đó cũng biểu diễn một 
đường cách đều. Ta có thêm kết quả: mỗi tỉa Ơclit có 
gốc trên z và không vuông góc với z cũng biều diễn 
một đường cách đều mà đảy được biều diễn bởi tỉa 
Ơclit cùng gốc nhưng vuông góc với z (hình 47). 

5) Một chủm parabolie được biểu 

diễn bằng những nửa vòng tròn 
Ơclit trực giao với œ và tiếp xúc 
-‹› nhau tại một điềm T trên ø. Các 
® quỹ đạo trực giao của các nửa vòng 
tròn đó là những vòng tròn tiếp với 
x~ TT, Vậy: mỗi vòng tròn Ơclit 
tiếp với đường thẳng z biêu diễn 
Hình 47 một đường cực hận. 

Một phép nghịch đảo tâm T sẽ 
biển vòng tròn đó thành một đường thẳng (ƠcliL) song 
song với #. Vậy: mỗi đường thẳng Ơclit song song với 
# cũng biều diễn một đường cực hạn. 


T 
Hinh 28 


§ 45, Đề cỏ mô hình của hình học Lôbasepki trong 
không gian ta chỉ việc lấy trong hình học sơ cấp thông 
thường một mặt phẳng P; P chia không gian ra làm hai 
nửa. Ta quy ước gọi một trong hai nửa đó là nửa trên. 
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Ta sẽ có mô hình của hình học Lôbasepki trong không 
gian bằng cách quy ước gọi: 

— Mỗi điềm thuộc nửa trên là một « điểm » Lôbasepki. 

— Mỗi nửa vòng tròn thuộc nửa trên và trực giao 
với D là một « đường thẳng » Lôbasepki (các tỉa có gốc 
trên Ð và trực giao với P cũng xem là những nửa vòng 
tròn trực giao với P). 

— Mỗi nửa mặt cầu thuộc nửa trên và trực giao với 
P là một «(mặt phẳng » Lôbasepki (các nửa mặt phẳng 
có cạnh trên P và trực giao với P ong xem là những 
nửa mặt cầu trực giao với P). 

Các khái niệm « thuộc », « ở giữa », «toàn đẳng » cũng 
xác định tương tự như trong mô hình phẳng. 

Trong mô hình này, mỗi mặt cầu Ơclit không cắt P 
là một mặt cầu Lôbasepki, mỗi chồm cầu Ơclit (giới 
hạn bởi một vòng tròn của P) không trực giao với P là 
một mặt cách đều, mỗi mặt cầu ƠcHi tiếp với P là một 
mặt cực hạn. Mỗi nửa mặt phẳng có các cạnh trên P và 
không vuông góc với P cũng là một mặt cách đều, mỗi 
mặt phẳng song song với P cũng là một mặt cực hạn. 

Mô hình Poăngcarê không phải là mô hình độc nhất 
của hình học Lôbasepki. Ngoài nó ra còn vô số mô 
hình khác, ví dụ như mô hình xạ ảnh*, 


VI— CÁC HỆ THỨC LƯỢNG 
TRONG HÌNH HỌC LÔBASEPKI 


§ 46. Ta sẽ dùng mô hình Poăngcarê đề thiết lập các 
hệ thức lượng Lôbasepki. Dĩ nhiên một câu hỏi sẽ đặt 


* Xem «Ílình học xạ ảnh» của cùng tác giả do Nhà xuất 
bản Giáo dục xuất bản ín lần thứ hai). 
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ra: liệu các hệ thức tìm ra có còn đúng trong các mô 
hình khác không? — Câu trả lời là có; lỷ do tại sao sẽ 
nỏi đến ö ở §60. 

Để sử dụng mô hình Poăngcarê, ta hãy trở lại các 
phép nghịch đảo. lÒ § 42, ta đã thấy rằng tích của một 
số phép nghịch đảo được diễn ra bằng một hàm số 
nhất biến của z bay z (tủy theo số phép nghịch đảo là 
chẵn hay lễ). Bây giờ ta hãy chứng mình rằng tích các 
phép nghịch đảo bảo tồn tỉ số kép của bốn điềm, hay 
đôi tỉ số kép đỏ thành số liên hợp phức với nó. 

Định nghĩa tỉ số kép của bốn điềm: Giả sử ta có bốn 
điềm A, B, C, D trong mặt phẳng phức số theo thử tự 
ứng với bốn phức số q, b, c, d. TỶ số kép của bốn điềm 
A,B,C, D lấy theo thử tự đó là tỉ số của hai tỉ số 


€ —đvy — đ và ký hiện là (ABCD): 
c—b đ—b 








, d—q 
.P đc PP 

Tỉ số đó cũng gọi là tỉ số kép của bốn phức số d, b, 
c, d và ký hiệu là (abcd). 

Một trong bốn số «, b, c, đ có thể là vô tận. Vi dụ 
nếu (J = ss thì; 





(ABCD) = 


Älột oài tính chất của tÌ số kép : 

1) Tỉ số kép không đôi khi ta hoán vị toàn bộ hại 
điềm đầu với toàn bộ hai điềm cuối : 

=é — _— d — q 

CDAN S8 SG luc đu =(ABC 
St cụ sụp Toán hoang cong VU 

2) Tỉ số kép đồi thành số đảo ngược khi ta hoán vị 
hoặc hai điềm đầu với nhau, hoặc hai điềm cuối với 
nhau : 
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(BADDISEGE UV Ea 
cđ—a đd—a ai 


ä ABDO) = =-- P 
cũng vậy ( ) (ABCD) 


3) Tỉ số kép không đồi khi ta hoán vị đồng thời hai 
điềm đầu với nhau và hai điềm cuối với nhau (kết quả 
trực tiếp của tính chất 2): 


(ABCD) = (BADC) 
4) Nếu ta có năm điềm A, B, C, D, E thì: 
(ABGD) = (ABCE) (ABED), 
Quả vậy: 
c—a da “(=:=)(E a is) 
c—b `d—b  (c—b  e—=b J (e—b ` dcp 
lích của một số chẵn phép nghịch đảo bảo tồn 


*Ï số kép của bốn điềm: Một tích như vậy có dạng 


z)= can : : Giả sử một tích như vậy biến bốn điềm 
z 

















ứng với các phức số q, b, e, đ, theo thứ tự thành bốn 
điềm ứng với bốn phức số @, b°, ©, đ'. Ta có: 
cac = ÁCD _ AaEB _ (c—a)(AD—BO), 
_ Œ@+D Ca+D (Cc+D)(Ca+D) 
thay a và aˆ theo thứ tự bằng b và Ð'ˆ la cỏ: 


c—pt= (đ—ð) (AD ~ BC) 





(Cc + D) D) (Cb +D) 
œŒỀẦÒ—d `, dì>dœ c—ga . d—u 
k ng Sản c ng Cố Hhaề. uc v 
ty c€Ềằ—b ` đ>b' b—c d-b 
hay (a'b*c'd') = (abcd) 


Tích của một số lễ phép nghịch đảo đồi một lÌ số kép 
của bốn điềm ra thành phức số liên hợp oới tỉ số kép đó. 
Vì một tích như vậy có dạng 

ce= Az+B 

l G©z +- 
nên ta chỉ việc lặp lại các phép tính ở trên miễn là 
thay q, b, c, đd bằng q, b,c,dq. Kết quả là: 





c—a' đì—n'` Gz2(t-. 1= 
————— ? ———--~- FZ-—--—--—:———— 
c—b'` đ—b' đc da. sp 





§ 47. Biều thức của độ dài đoạn thẳng trong mô hình . 
Poängcarêẽ. 

Theo kết quả nghiên cứu ở § 21 về độ dài đoạn thẳng 
thì vấn đề tìm biểu thức độ dài quy về việc tìm một 
hàm của các đoạn thẳng thỏa mãn các điều kiện của. 
định nghĩa 9. 

Đổi với mô hình Poăngcarê, điều kiện 2) của định 
nghĩa 9 yêu cầu rằng giá trị của hàm số ứng với đoạn 
thẳng nào sẽ bất biến khi ta thực hiện một dẩy phép. 





Hình ¿9 


đối xứng Lôbasepki (tức là phép nghịch đảo ƠcliU đối 
với đoạn đó. Kết quả ở § 46 khiến ta nghĩ đến tỷ số kép- 
Ta hãy lấy một đoạn thẳng Lôbasepki AB. Ngoài hai 


t15 


điềm A, B ta chủ ý thêm đến hai giao điềm S, T của 
đường thẳng + với nửa vòng tròn Ơclit AD. Gọi a, b, 
s, ý theo thứ tự là bốn phức số ứng với A,B,S,T, 
ta có: 
b—s 
be—t 

Đặt SA =ri, SB=r¿, TÀ =rạ TB = r¿ (các đoạn 
này đều là đoạn Ơclit) và các góc (ST, SÃ) =uy, 
(SẼ, SỐ) = "ạ, đa, TÃ) = llạ, (1z, T) = =Uạ, tA CÔ: 


(STAB) = ——” : 
a—‡ 


a—s=rie T1, a— E= rạe "9 


ín Ỉ 
b—s= re lở b—t—r,e"4 


Vậy (STAB) — “Ll(01- 8), 7; 2i(na-na) 
Ta Tạ 


Nhưng tị — Hạ = Hạ — Hạ = — — nên rốt cuộc : 
(STAB) = -—L.:_2 


Nếu đường thẳng Lôbasepki AB được biều diễn bằng 
một tỉa Ơclit thì ta coi T ở vô tận và lúc đỏ 


(TA) 91 v0 1a 0 0 VUSA., 


trong đó SA và SB là hai đoạn thẳng Ơclit, 

Vậy trong mọi trường hợp (STAHB) là một số thực 
dương. Vì một số thực thì liên hợp phức với chính nó 
nên (STAB) được bảo tồn qua bất cứ dãy phép nghịch 
đảo nào (dù số phép nghịch đảo là chẵn hay lẻ). 

Kết quả này cho ta thấy rằng ta có thề lấy một hàm 
số của (STAB) (như thế thì chắc chắn nó thỏa mãn 
điều kiện 2). Ta ký hiệu nó là /(STAB). Trên đoạn AB, 
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ta hãy lấy một điềm C. Muốn thỏa mãn điều kiện 3} 
của định nghĩa 9 thi phải chọn bàm ƒ sao cho: 
ƒ(STAB) = ƒ(STAC) -+ /(STGB) 

Nhưng:  (STAB) = (STAC) (STGP) (§46). 
nên ta thấy rằng nếu chọn ƒ là hàm số lôgarit thì có. 
thề thỏa mãn được điều kiện 3). Có thể lấy lôgarit với 
cơ số nào cũng được nhưng đề cho tiện lợi về sau ta 
sẽ lấy lôgarí( nêpe. Nhưng lôgarít của một số thực có. 
thể âm hay dương. Đề thỏa mãn điền kiện 1) của định 
nghĩa 9, ta sẽ lấy trị số tuyệt đối của lôgarit. Ta chủ 
ý rằng (STAB), (STAC), (STCB) boặc cả ba đều lớn 
hơn 1, hoặc cả ba đều nhỏ hơn 1, đo đó lôgarit của 
chúng hoặc đều dương, hoặc đều âm, eho nén khi lấy: 
trị số tuyệt đối thì ta vẫn có: 


| @sTAB) | = | In (STAC) |+ 





In (STCB) | 





Cuối cùng, đề thỏa mãn điều kiện 4) của định nghĩa 
9, ta sẽ chọn một hệ số k thích hợp cho | In (STAB) |- 


Sau khi đã chọn đơn vị dài UV (h. 49) thì, muốn chơ.. 
điều kiện 4) thôa mẩn, hệ số k đỏ phải sao cho: 








k | In(XYUV) | ={1, X và Ÿ 
là bai giao điềm của + với nửa vòng tròn Ơclit Ù V. 
Ạ 1 
Vậy : k= IPEERIEEESEENNI 
| In GYUY) | 


Tóm lại, độ dài d (AB) của đoạn thẳng AB được biêu 
diễn bởi công thức: 
d (AB) = : . | In (STAB) | 
| In (XYUV) | i 
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Độ dài xác định như vậy sẽ thỏa mẫn định nghĩa 9 
ở §21. Nó là duy nhất theo kết quả nghiên cứu ở §21. 
§48. Ta hãy lấy một đoạn Lôbasepki MN sao cho 


In (PQMN) | = 1, trong đó P và Q là hai giao điềm 





của z với nửa vòng tròn Ơclit MN. Thế thì : 
d(MN)= : Ỷ 
In (XYUV) ¡ 
đo đó công thức trên kia về độ dài \ thề viết : 
d (AB) = d (MN) 








vì các đoạn thẳng tỷ lệ với các độ đài nên ta lại có thê 
viết : AB=MN | In (STAB) | 


Một đoạn MN như vậy gọi là bán kính cong của không 
gian Lôbasepki. Ta sẽ ký hiệu nó là R, do đó công thức 
trên sẽ viết là : 


| AB=R. | In (STAB) | | 


Công thức này có nghĩa là tỷ số giữa đoạn AB và bán 
kinh cong bằng [ In (STAB) |. Cñng +ó thể hiểu là: độ 
dài của AB bằng độ dài của bán kinh cong (hai độ dài 
được tỉnh cùng một đơn vị) nhân với | ln (STAB Ị. Ỡ 
§ 50, ta sẽ giải thích danh từ «bán kính cong ». 

Chú ý: Trong trường hợp đoạn AB được biều diễn 
bởi một cung tròn ƠcHt, ta có: 

(STAB) = . .— ctguy : clgu¿ = {guạ : lguạ 
Tạ Tq 
lên, Ua_, 
0y và 0; là những góc Ơclit ở tâm theo thứ tự chắn các 
cung TẢ và TB (h. 49). 
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§49, Các công thức lượng giác ILóbasepki *. 

a) Tinh ba cạnh q = ĐC, b = CA, c= AB của một 
tạm giác ÁB cho biết ba góc A, B, C. Ta biều diễn tam 
giác ABC như ở hình 50. 


HQ 
Ta có: = BC =RIn -—”. hay: 
đóP : n HD Y 

ãK— HC 

© = ng đo đó: 

ch 2= 1/.HC „ HB\_ HBˆ + Hœ 

R.ˆ Ti Bể) 2HB.HG 

HB:? + THỂ? = ự — ON* +ứ® — mm» 


= r?-+r9— (OH -L HO)? + 20H . HỒ? 
= r?-Lr'?— ÖÖ? + 20H. HO” 
= 9rr' eos ĐAÖ' + 20H. HỠ" 





* Cách thiết lập các công thức lượng giác Lôbasepki trình 
bày ở đây là của Nguyễn cành Toàn. N.V. Êphimốp ở trường 
Đại học Mạc tư khoa đã sử dụng cách này trong lần tái bản 
thử tư quyền «Hình học cao cấp» của ông. 


120 wwM› ficebook.co/o0toanhoc2911 





Hệ sa sẽ Lãi ).AO' _0H : HO. 
HH He 5U P]H. HỆ 

1 _—m — — —— 

== ————— - — . cos OÀO? + ctg BÒÖz . ctø CO”y 


sinBOx sinEOy Ụ 
Chú ý rằng trong mọi trường hợp ba góc A, B, C của 
tam giác ABC theo thứ tự bằng các góc Ơclit ØAD°, ñÖz, 

CO”, ta có công thức: 


ch-#. = C05 5--} o5: cosÚ ( 
R sin B.sin C 


— 


Hoán vị vòng quanh đi ta có: 





XÃ __ €0 B + cosÉ.cos À 


ch 3 

ca sỉn Ở,sin A @) 

GHẾ S0 000i lì Dài. @ 
sinÁ.sin B 








Chú j: Theo các công thức trên thì trong hình học 
Lôbasepki hai tam giác có ba-góc bằng nhau từng đôi 
một thì sẽ bằng nhau (vì cỏ ba cạnh bằng nhau từng 
đôi một). Đó là một trường hợp bằng nhau của cáo 
tam giác không có trong hình học Ơclit. Nó chứng tỏ 
rằng trong hình học Lôbasepki không có tam giác đồng 
dạng. 

b) Thiết lập các hệ thức : 








hà, sh . sh % 
đu Du 1 TC 4) 
sín Á sin B sỉn € 


Từ (1), ta rủi ra: 





a 
sh— -..-............-. 
_— _R _ fCosÄ + cosBcosC}?— @inBsinC)? — 
sin À sSinA.. sinB. sinC 


Muốn chứng minh các hệ thức (4) chỉ việc chứng 
_ minh rằng vế thứ hai của đẳng thức trên đối xứng đối 
với A, B, C. Trong khai triền biểu thức dưới căn, số 
hạng 2 cosA cosB cosC cng đối xứng đổi với A, B, €. 
hốt cuộc chỉ cần xét: 


cos3A -}- eos?H cos2C — sin?B sin?C 
= coS2À +- cos (B+-€) cos (B — Q) 
= 00SÊA -} s (cos2B -r cos2€) 


== c€o0§?A -~ cosÊ#B -- cos2G — Í 
Biều thức này quả là đối xứng đối với A, B, C. 
€) Tỉnh ba góc biết ba cạnh : Theo (2) và (3) thì: 


`. KLÃ ch vẽ (cosB -+ cosÖ . cosA) (cosỐ -E- cosÀ : cosB) 
R R sin2A sinB sinC 
Theo (4) và các tính toán đề thiết lập (4) thì : 


sh ma sh vi €OSÀ =— 
l R 





_2cosA cosB GosỐ + cos?A ¬+- cos2B + - COSŨ hen 1 
sin2A sinB sinC 


Os8Á 


Vế thứ hai của đẳng thức trước trừ đi vế thứ hai của 
đẳng thức sau cho ta: 


( — cøs?A) cosl3 eosC -L (1— cos?À) cosA —_ 
sin2DA sinHB sinC = 

_—_ 0OSAÀ -E cosB cosỂ 

-= sinB sinC 
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Căn cử vào công thức (1) ta thấy rằng: 
ghi”, ch — — T sh -— cosÀ — ch -— 
R R R R 


Hb VN h 
do đó: CosÀ = —————————— (5) 
C C 
8h —— sh— 
R R 





Hoán vị vòng quanh ổi, ta có : 


ch-“ ch-# —ch-P. 
R R 





cosB =————————— (6) 
sh c sh Xe 
R R 
Si 2.6022 te 0h 
œosỐ = _ , 
ấn: co (ấR©”- số 
R R 





đ) Các hệ thức trong tam giác puông : Giả sử tam giác 
ABC vuông góc ở A, Cho A=S vào các công thức ở 


trên, ta có ngay : 








q 
ch n ctg B ctgB (8) 
b cos B 
lịp SÓI S Tà se ue 
: R sỉin Œ (9) 
VN ta (10) 
R sin B 
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| 
b : 
| S0 Sện, Sìn 4) 
e q.. 
| sh R = sh nh” C (12) 
a b C 
Khi 910: Tờ R (13) 











Chia vế với vế (11) và (9), ta có: 











th v =sh -— sin B: bà: Có (shysin C ]tgB. 
R R sinG ¬ 
bò C | 
l . th-_—= sh—_—t B. 14): 
hay : R R 8 | (4) 
Tương tự như vậy, ta cỏ: 
€ b : 
Ta lại có thể viết: 
eosB cosÖ 
b 8... sinC sinB sinB q 
th — sh —sinB —————————--.—- ch —co8 
R - `} "”” sosB a Chống 
ch — 
R 
b tì 
YÊU PHÔ cos (16) 


124 


Tương tự như vậy; ta có : 








th_ =th_ cos | (7) 





§ 50. Góc song song œ (đ). 

Xét lại quá trình thành lập công thức (1) ở § 49, ta 
thấy rằng cách thành lập đó vẫn hoàn toàn dùng được 
khi giữa các nửa vòng Ơclit biều diễn các đường thẳng 
Lôbasepki AC, CA, AB cỏ sự tiếp nhau. Vì vậy các 
công thức (1), (2), (3) và những hệ quả của chúng tức 
là các công thức (4) — (1?) vẫn đùng được khi 
tam giác ABC có những cạnh song song với nhau. Ấp 
dụng vào tam giác vuông AHu (h. 2, §35) trong đó ta 
có hai cạnh song song thì công thức (9) ở §49 cho ta: 





d 1 


— == 


R sinz» (đ) 





[ở đây AH==d' đông vai trò của b, HẦU =® (d) đỏng 
vai trò của € còn B=0] 








: 1 
in †Ì = 
Hay : 7 VỤ) äh đ ạq) 
IẾC — 
DI Thai có, Đi 
2 
Đôi sin x (đ) thành và ch —— 
z(đ) R 
1+tg? 
+tg 2 
đu, 
: 2 4g. 5 
thành : T= ng ta thấy ngay rằng : 


125 


——————————-_.-- 








đ 
tg ~(4) —_ 2h (2) 
Biều điễn cos ~ (d) và tg+~ (d) theo tg.^ =. rồi chú 

ý đến công thức (2), ta có ngay : 
cos z (đ) — m‹ễ. 3 
TỊ 
týx (d)=—— 

sh Ê- (4 

R 


Theo các công thức ở trên, ví dụ công thức (1), ta thấy 
vắng — càng bé bao nhiêu thì z (đ) càng gần - chừng 


ấy nghĩa là bình bọc Lôbasepki càng gần hình học 
Ơclit. Kết quả này chính xác hơn điều chủ ý 1) ở §37- 
Để hình dung được cụ thề kết quả đó, ta hãy so sánh 
nỏ với sự việc sau đây : trên một mặt cầu bán kính R 
ta lấy một miếng sao cho khoảng cách lớn nhất từ 
điềm này đến điềm kia của miếng đỏ rất nhỏ so với R 
(ví dụ mặt một cải ao trên quả địa cầu) thì bình học 
cầu xét trong miếng đỏ rất gần với hình bọc phẳng 
Ơclit. Sự so sánh này cũng cho ta hiểu tại sao đoạn 
thẳng R nói ở §448 lại gọi là bán kính cong của không 
gian Lôbasepki hay nói đúng hơn là bán kính cong 
của mô hình Poăngcarê. Mỗi mô hình cụ thể có một 
bán kinh cong riêng cũng vi!như mỗi mặt cầu có bán 
kinh riêng của nó nhưng hình học trên tất cả các mặt 
cầu đều là hình học cần. 
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Nếu ta hiểu ÏR là độ đài của bán kinh cong thì — > 


gọi là độ cong. lÙ §57 ta sề hiều tại sao lại phải lấy dấu 
trừ. R càng lớn thì độ cong càng bé và hình học Lôba- 
sepki càng gần hình học Ơclit. Như vậy độ cong có 
thê nói là số đo mức độ khác uới hình học ỢcH, 

§ð1, Hình học Ơclit là mội trường hợp giới hạn của 
hình học Lôbasepki. 

Không gian Ơclit cỏ thể xem là một không gian Lò- 
basepki có bán kính cong vô cùng lớn tức là cỏ độ 
cong bằng không. Quả vậy, trong các công thức ở §49, 
ta hãy cho R trổ nên vô tận thì các công thức đó sẽ trở 
thành các công thức lượng giác ƠcliL 

Thí dụ: Khi R—=> thì công thức (1) dần tới công 
thức: 

cosÁ -- eosB cosỐ = sỉnB sinC 


hay: €OSÁ = — cos (B -+Ƒ- C) 
hay : A+B+€=x 
š .9 
Khi R~> œ thì chỉ si SE vậy công thức (13) 


dần tới công thức: 


a2 bề c2 
1 ——— = |] 1 vs bo 
tengEi[f02 ni) (tong J 
ếu ta bể “ấp bŠi<2 =<— th 
; 8 CỰC VI € DÔn ——— .„——— lhì côn 
và nếu ta bỗ qua cực v p 2R2 ` 2P Ì công 





thức trên sẽ cho ta : 
a3 = bề -- œ‡ 

Ta hãy trở lại §10. Ở đấy ta có nỏi rằng không nên 
kết luận quá vội vàng. Đến đày ta hiểu rõ thêm điều đó : 
nếu như không gian vật lý của chúng ta là một mô hình 
của không gian Lôbasepki với một bán kính cong lớn 
đến nỗi mà mọi khoảng cách quen thuộc của chúng ta 
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(kề cả một sö khoảng cách thiên văn như đường kinh 
thái đương hệ) đều rất bé so với bán kính cong đó thì 
ta vẫn biều lầm rằng nó là một mô hình của không gian 
Ơclit (như người đời xưa hiểu lầm quả đất là phẳng)- 

Ta hãy tính thử xem nếu không gian vật lý là một 
mô hình của hình học Lôbasepki thì bán kính cong của 
nỏ phải lớn đến mức nào. 

Giả sử A và B là hai vị trí của quả đất xuyên tâm 
đối trên quỹ. đạo của nó xung quanh mặt trời (h. ð1). 
Khi quả đất ở A ta hãy chọn một ngôi sao Š sao cho 
SA vuông góc với AB. Khi quả đất đến B ta đo góc SBÄ. 
Nếu không gian vật lý là không gian Lôbasepki thì 

gÓc song song z z (AB) phải lớn hơn 
S góc sBa. Góc SBA thực tế vô cùng 


ần Ã.. Ta sẽ đặt: SBA—=-——2 
8 5 ề đã 5 p 


(vời p>0, vô cùng bẻ ; 2p gọi là niên 
sai của ngôi sao ŠS) vậy : 


œ (AB) > - — 2p 


do đó: g2 > g(T-— p) 


2 
ll B AB 
Hình 5i Hdở c R >> .L—IếP_ 
: 1 + tạp 
AB 
hay: Kr. < ln(1+tgp)— In (1 — tạp). 


Theo các tài liệu thiên văn thì 2p < 1?” nên 
tgp < tg1”< 1 nên ta có thê khai triền vế thử hai thành 
cấp số Mắclôranh theo các lẫy thừa của tợgp: 


B 
<^2tgp (! +-c tạp + = tgp + =] S 
< 2tgp (1 + tạ?p + tg‡p + ...). 





hay -AB, <__ Š!šP_ — tg2p 


R i1 —tg?p 
và vì 2p < 1” nên tà tgi1” < + . 1075 


Cuõi cùng: R>2.1.AB 

Vậy bán kính cong của không gian phải lón hơn hai 
mươi vạn lần đường kính quỹ đạo của quả đất tức là 
lớn hơn 60 triệu triệu (6ö vạn tỷ) cây số. 

§ã2. Ví phân cùng. 

Ta hãy tỉnh khoảng cách Lòbasepki đsy, giữa hai điềm 
A, A' vô cùng gần nhau. 

Theo điều chú ý ở ÿ§ 48 
thì (h. 52): 





tg 1n 
ds,==lR[ln —————— 
hay 
da, = Rj lntg —— Sôi 
| 2 
RỊa Inụ | R 





Gọi r là bán kính của nửa vòng tròn Ơclít AA', là 
khoảng cách Ơclit từ điềm A đến đường thẳng + và 
ds„ là khoảng cách ỚƠclit ÀA' và chú ý rằng sỉn 9 >0; 
ta có 








lix9 + dụ? 
#28 rị do | —n đế. dsg _n Td22-† dụ | 
rsin0 U — đụ 


nếu ta gọi z và ø là tọa độ Đềcác Ơclit của điềm ÀA. 


9—CSHH 12) 


Ấp dụng: Tỉnh độ đài của một cung cực hạn theo bề 
cao của nó (bề cao của một cung cực hạn là khoảng 
cách từ một đầu mút của nó tới trục đi qua đầu mút kia). 

fna biểu điễn cung 
cực bạn bằng một đoạn 
thắng Ơclit Al3 song 
song vớiđường thẳng Z. 
Hai trục đi qua A, B của 
đường cực hạn được 
biều diễn bằng hai tỉa 
Ơolit A'A và B'B (h. 53). 

Đường cao BH được 
biều điễn bởi cung tròn 
Hình 53 Ơclit BH tâm À'. Độ 

đài cung cực hạn sẽ là; 





đl§ 
i=hR ". Vì đọc theo đoạn AB thì g luôn luôn 


bằng AA' nền tích phân đường ở trên thành : 


R AB 
I=- |ạz*s= R. sˆ-=RelgefTD 

Nếu ta lấy tia Bu kéo dài tia BB' xà dựng tiếp tuyến 
Bo của vòng tròn Ơclít BH thì +zA*B nu, Nhưng Bu 
biêu diễn một đường song song phát xuất từ B với 
đường thẳng Lôbasepkhi A'AH và cung Ơelit BH biều 
diễn đường vuông góc hạ từ B xuống AˆAH nên nÑø 
chỉnh là góc song song ứng với khoảng cách Lôbasepki 
BH tức là ứng với bề cao h của cung cực hạn ÀB. 
Rốt cuộc 





!=R ctg#(h) 
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§ã3. Hình học trên mặt cực hạn. 

Ta hãy lấy một mặt cực hạn của không gian Lôba- 
Sepki và quy ước như sau. 

— Mỗi điều của mặt cực hạn là một « điềm ›», 

— Mỗi đường cực hạn tương giao của mặt cực hạn 
Xới một mặt phẳng chứa một trục (trục của mặt cực 
hạn) gọi là một « đường thẳng ›. 

— «thuộc», «ở giữa» và «toàn đẳng» thì trong 
không gian Lôbasepki biều như thể nào ta sẽ hiểu 
như thế ấy. Ví đụ, ta sẽ gọi hai cùng cực hạn thuộc 
mặt cực hạn đã cho toàn đẳng với nhau (cổ nhiên theo 
nghĩa Lôbasepki) là hai « đoạn thẳng» «toàn đẳng » 
vời nhau. Như vậy là với các vật liệu của không gian 
Lôbasepki ta đã xây dựng nên một mô hình hình học 
phẳng, Hình học đỏ là hình học gì? 

Ta hãy biều diễn mặt cực hạn đã cho bằng một mặt 
phẳng ƠcHt Q song song với Ptrong mô bình Poăngcarê 
{§45). Mỗi trục của mặt cực hạn được biêu diễn bằng 
một tia Ocli vuông góc với P (và do đó vuông góc 
với Q). Mỗi mặt phẳng Lôbasepki chứa một trục của 
mặt cực hạn sẽ được biều diễn bằng một nửa mặt phẳng 
clít trực giao với P (và do đó trực giao với Q). Vậy 
ta thấy rằng: 

— Một « điềm » của mô hình nói trên được biểu diễn 
bởi một điềm của mặt phẳng Ơclit Q. 

— Một « đường thẳng» của mô hình nói trên được 
biêu diễn bởi một đường thẳng Ơclit của mặt phẳng Q. 
Vi các tương quan cơ bản được hiểu như trong không 
gian Lôbasepki nên ta thấy rằng trong mô bình 
đang xét: 

— Độ lớn của góc cũng là độ lớn của góc Lôbasepki 
tmà trong mô hình Poăngcarê thì độ lớn của góc Lô- 
basepki cũng là độ lớn của góc ƠcHit. Vậy trong mô 
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hình đang xét độ lớn của géc chính là độ lớn của góc 
(hiều theo nghĩa Ơclit) trong mặt phẳng Ơclit Q. 

— Độ dài của các đoạn thẳng sẽ là độ dài Lôbasepki 
của các cung cực hạn thuộc mặt cực hạn dã cho. Trong 
mô hình Poăngcarê, các cung cực hạn đó được biều 
diễn bởi những đoạn thẳng ƠcHt của mặt phẳng Q. 
Một đoạn thẳng AB như vậy biểu điễn một cung cực 
hạn có độ đài là hi ð1), trong đó AB và AA' là 

những độ dài Ơclit, kê lại một đoạn thẳng của mô 
hình đang xét là một đoạn thẳng Ơclit của mặt phẳng 


Q và cỏ độ đài bằng độ dài của đoạn thẳng Ơclit nhân 
với một số không đổi là _ tức cũng là độ đài Ơclit 
nhưng với một đơn vị đài khác, Vậy ta có thề kết luận : 


Định lý 29: Hinh học trên mặt cực bạn là hình học 
clit. 

Đỏ là một kết quả thủ vị vì phủ nhận tiên đề V trên 
mặt phẳng Lôbasepki thì nó lại xuất biện trên mặt 
cực hạn. Lôbasepki đã dùng kết quả này đề dùng hình 
học Ơolit mà nghiên cứu hình học của mình. 

§ 04. Vị phân diện lích * 

Ta hãy tính diện tích vi phân Lôbasepki dŠ, của 
hình giới bạn bởi hai đường thẳng song song vô cùng 
gần nhau và hai cưng cực bạn vô cùng gần nhau nhận 
hai đường song song đó làm trục. Hình đó có thê biều 
diễn trong mô hình Poăngcarê dưới dạng một hình 


* Đúng ra thì phải định nghĩa diện tích trước đã. Định 
nghĩa điện tích trong hình bọc I.ôbasepkÌi cũng giống như 
định nghĩa điện tích trong lĩnh học Ơclít (xem phụ lục cuối 
sách) chỉ khác ở điều kiện 4) trong đó hình vuông được 
thay bằng một đa giác nào đó (vì trong hình học LôbasepkÌ 
không có hình vuông). 
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chữ nhật trong đỏ bai cạnh năm ngang biểu diễn hai 
cùng cực hạn (hình ð4). Giả sử tọa độ Đềcác Ơclit của 
bốn đỉnh A,B,C,D của hình chữ 
B lội nhật là (x,y), (x +dx, y), 

(x + dx, y + dy), Œ, y + đy). 
Theo kết quả ở §52 thì độ 





A 
& đài của cũng cực hạn AB là 
n -^P. —R `, bộ đài của 
P AA' W 
A' 8 đoạn thẳng Lôbagepki AD là 
Hình 5% Rin c —=RInVJ#®%_ 
/ vụ 
dự dy 


hay Rin 1+ —— ~H——. 
v 


bí 
Vi ABGD là một hình vi phân nên ta có thể dùng 
hình học Ơclít đề tỉnh điện tích của nó, Vậy điện tích 
đó là: 


đd$. =2 _dxủy _ 
`, v3 


sp dụng: Tình 
xliiện tích tam giác. 

a) Trưởng hợp 
tìm giác có tí 
nhất hai góc bằng 
không : Ta sẽ biều 
điễn tam giác đó 
như ở bình 55 
(miền có gạch) Hình 65 
trong đó nửa vòng 
tròn biềêu diễn một cạnh của tam giác có bản kính 
Ơclít bằng Í (bao giờ cũng có thề làm cho bán hính 
này bằng 1 bằng một phép vị tự tức là tích của hai 
phép đối xứng L.òbasepki). 
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Diện tích phải tìm là 
đxủy hi đo 
[ƒ cài, là miền có gạch) 








@ ụ 
dy_ 
= KẾ, dx LẺ (tu 1à hoành độ của một tia 
†1~—x? bu biều diễn một cạnh của 
tam giác) 


= ÏR? Arccosa = R?u với ú = AÙ% 
= R?(I—AÁ), AÁ là góc thứ ba của 
tam giác (ngoài hai góc bằng không). Nếu œ« = —1 lức 
là góc thứ ba đó bằng không nối thì điện tích sẽ là II R2. 


h) Trưởng hợp 
lam giác thông 
thưởng: Ta lấy 
ba góc ngoài của 
tam giác ABC rồi, 
đổi với mỗi góc, 
ta dựng đường 
thẳng song song 
với cả hai cạnh 
(h. 56). Ba đường. 

Hình 56 thẳng q, b, € mời 

dựng này lạo nên 

mọt tam giác cỏ diện tích bằng II R2 (theo kết quả ở 

trên). Ba tam giác theo thứ tự có một góc là góc ngoài 

của tam giác ABC còn hai góc kia bằng không thì cớ 

diện tích theo thứ tự là R2A, 2B, R2C (A, B, C€ là ba 

góc trong của tam giác ABC). Vậy diện tích của tam 
giác ADC là: 


S = IR? — (R2A -L R2B -L R2C) 








hay S2 [I—(A+B+Ó@I] | 
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Vậy diện tích của một tam giác tỉ lệ với khuyết số 
của nó. Còng thức này cho ta thấy rằng trong binh 
học Lòbasepki, diện tích của một tam giác tối đa là 
bằng ïI R2, do đỏ mệnh đề : « Có một tam giác với diện 
tích lớn tùy ý » cũng tương đương với tiên đề Ơclit, 


CHƯƠNG 1V 


HỆ TIÊN ĐỀ CỦA HÌNH HỌC RIƠMAN 
(NGHĨA HẸP) 


I— CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VÀ HỆ TIÊN ĐỀ 


§ 5. San khi đã làm quen với hình học Ơclit và hình 
học Lôbasepki, đï nhiên một câu hỗi sẽ đặt ra :« có hình 
học nào trong đó qua một điểm ở ngoài một đường 
thẳng không có đường thẳng nào song song với đường 
đã cho không?» — Có một hình học như thế gọi là 
hình học Riơman nghĩa hẹp (đề phân biệt với hình 
học Iiơman nghĩa rộng mà ta sẽ giới thiệu qua ở §59). 

Tuy nhiên vấn đề ở đây không phải chỉ đơn giản là 
thay tiên đề V bằng tiên đề: ‹ bất cứ hai đường thẳng 
nào cùng nằm trong một mặt phẳng cũng cắt nhau » 
bởi vì tiên đề này mâu thuẫn với định lý : «hai đường 
thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba thì 
không cắt nhan » của hình học tuyệt đối, Mặt khác tiên 
đề này đưa thêm vào những điềm mới cho nên, theo 
định lý 10, § 25 thì việc đưa nó vào sẽ đưa đến những 
xảo lộn trong các nhóm tiền đề I, H, H1, IV, Bởi vậy 
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a nhìn trước thấy rằng hệ tiên đề hinh học Riơman sẽ 
khác khá nhiều hai hệ tiên đề Ơeiít và Lôbasepki. 

§56. Các khái niệm cơ bản gồm có : 

a) Các đối tượng cơ bản: «điểm », « đường thẳng », 
«mặt phẳng ›». 

b) Các tương quan cơ bản: « thuộc », « chia rễ », «toàn 
đẳng ›. 

Hệ tiên đề gồm có bốn nhỏm sau đảy : 


NHÓM ï. CÁC TIÊN ĐỀ VỀ LIÊN THUỘC 

Nhóm này gồm chin tiên đề, Tám liên đề đầu chính 
là tắm tiên đề về liên thuộc mà ta đã gặp ở § 17 chỉ khác 
một chút là ở đây tiên đề [,3 yêu cầu rằng « mỗi đường 
thẳng thuộc ít nhất ba điềm » chứ khòng phải hơi điểm 
như ở §17. Còn tiên đề thứ chín là tiên đề sau đây : 

I,9. Bất cứ hai đường thẳng nào, cùng thuộc một mặt 
phẳng thì cũng cùng thuộc một điềm, 

Theo tiên đề 1,9 thì rồ ràng trong hình học này không 
có đường thẳng song song. 

Với nhóm Ï người ta chứng mình đễ đàng rằng: 

— Một đường tuẳng và một mặt phẳng bao giờ cũng 
cùng thuộc một điểm, 

— Hai mặt phẳng khác nhau bao giờ cũng cùng thuộc 
một đường thẳng và chỉ một thôi. 

— Ba mặt phẳng khác nhau bao giờ cũng cùng thuộc 
một điềm và chỉ một thôi, 


NHÓM II, NHÓM TIỀN ĐỀ VỀ T1IỨ TỰ 


Tương quan cơ bản trong nhóm này là tương quan 
« chia rẽ » giữa hai cặp điểm trên một đường thẳng. 

H, 1. Với bất cứ ba điềm A, H, C khác nhau nào cùng 
thuộc một đường thẳng, bao giờ cũng có một điềm D 
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thuộc đường đó sao cho cặp điềm A, B chia rể cặp 
điểm G, D. 

Nếu cặp A, B chia rẽ cặp C, D thì cả bốn điềm A, B, 
C, đều khác nhau. 

I1, 3. Nếu cặp A, B chía rẽ cặp ©, D thì cặp B, A chia 
rể cặp C, D và oặp C, D chia rể cặp À, B. 

II, 3. Với bất cử bổn điềm khác nhau nào A, B, C, Ð 
cùng thuộc một đường thẳng, bao giờ cũng tạo nên được 
hai cặp duy nhất chia rễ nhau. 

M, 4. Giả sử cho năm điềm A, B, €, D, E cùng thuộc 
một đường thẳng : nếu các cặp C, D và C, lš chia rễ cặp 
A, B thì cặp D, E không chia rẽ cặp A, B. 

H, 5. Giả sử cho năm điềm A, B, C, D, E cùng thuộc 
một đường thẳng; nếu các cặp C, D và €, E không chia 
rẻ cặp A, B thì cặp D, E cũng không chia rể cặp ÀA, B. 

II, 0. Giả sử A, B và C, D là hai cặp điểm cùng thuộc 
một đường thẳng và A'°, B', C', Ð” theo thứ tự là hình 
chiếu * của chủng từ bất cứ một tàm nào lên bất cứ 
đường thẳng nào khác. Nếu cặp A, B mà chìa rể cặp 
C, D thì cặp À', B' cũng chia rẽ cặp €°, D'. 

Ta công nhận định lý sau đây: 

Định lý 28: Cho hai điềm A, B thuộc một đường thẳng 
a. Ta có thề chỉa tất cả các điềm của đường thẳng a, 
ngoài A và B, ra làm hai lớp sao cho bất cú hai điềm 
nào vùng lớp thì cũng không chia rẽ cặp À, B còn bất 
cử hai điềm nào khác lớp thì cũng chia rẽ cặp A, B. 


* Cho hai đường thẳng cùng thuộc một mặt phẳng và một 
điềm O thuộc mắt phẳng đó nhưng không thuộc đường thẳng 
nào trong hai đường đã cho. Lấy một điểm M thuộc đường 
thẳng này thì, theo tiên đề L9 đường thẳng O M cắt đường kia 
ở một điềm M' gọi là hình chiếu của M trong phép chi*u tâm O, 
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Định nghĩa 18: Mỗi lớp nói trên gọi là một đoạn 
thẳng. 

Như vậy hai điểm A,B xác định bai đoạn thẳng AB. 
Hai đoạn thẳng như vậy gọi là hai đoạn thẳng bù nhau. 


Ta không thêm định lý gì về khái niệm « chỉa rẽ ». Chỉ 
xin nói thêm là về phương diện trực giác thì cặp A.B 
chia rể cặp €,D khi mà đi từ A đến B bất cử theo chiều 
nào, thế nào cũng gặp một trong hai điềm ©,D (H. 57). 
Sở đi nói đi từ A đến B bái cứ theo chiều nào là vi, do 
có tiên đề L9 đường 
thẳng trở thành đỏng 

A C8 0 kín (như vòng tròn) 

Hình 67 nên có thể đi từ Á đến 

B theo bai chiều khác 

nhau. Cũng vì đường thẳng đóng kín mà khái niệm 

(ở giữa » trở thành vô nghĩa : Cho ba điềm A,B,C trên 

một đường đóng kín thì điềm nào cũng có thể gọi là 
(ở giữa » hai điểm kia. 





NHÓM II, TIÊN ĐỀ VỀ « TOÀN DĂNG » 

Tương quan cơ bản ở đây là: một đoạn thẳng « toàn 
đẳng » với một đoạn khác. 

HH, 1. Mỗi đoạn thẳng toàn đẳng với chính nó. 

IH, 2, Nếu đoạn AB toàn đẳng với đoạn CD thì đoạn 
CD toàn đẳng với đoạn AB. 

II, 3. Nếu đoạn AB toàn đẳng với đoạn CD, đoạn CD 
toàn đẳng với đoạn EE thì đoạn AB toàn đẳng với 
đoạn EF. 

II, 4. Nếu bai đoạn toàn đẳng với nhau thì các đoạn 
bù của chúng cũng toàn đẳng với nhau. 

IH, 5. Một đoạn không toàn đẳng với một phần của 
nó. 


138 


Định nghĩa 14: Hai đoạn bù nhau và toàn đẳng với 
nhan gọi là những nửa đường thẳng. Hai đầu mút chung 
của chúng gọi là hai điềm đối cực với nhau. 

11, 6. Đối với mọi điềm thuộc một đường thẳng bao 
giờ trên đường đó cũng có điềm đối cực với điềm 
đã cho. 

HI, 7. Tất cả các nửa đường thẳng đều loàn đẳng với 
nhau. 

Ta chú ý rằng ở đây, khái niệm «một góc toàn đẳng 
với một góc khác» không phải là khái niệm cơ bản, 
Đề định nghĩa nó, trước hết ta định nghĩa đoạn thẳng 
ứng với một góc. 

Định nghĩa 18 : Cho một góc. Hai điềm đối cực với 
đỉnh góc theo thứ tự lấy trên hai cạnh xác định hai đoạn 
thẳng trong đó đoạn nằm trong góc được gọi là đoạn 
tương ứng vời góc. 

Định nghĩa 16: Hai góc gọi là toàn đẳng với nhau 
nếu các đoạn thẳng tương ứng với chúng toàn đẳng với 
nhau. 


NHÓM IV. TIÊN ĐỀ VỀ LIÊN TỤC 


Đề phát biều tiên đề này, ta sẽ dùng ký hiệu (AB) 
đề chỉ đoạn AB có chứa điềm M trong hai đoạn xác 
định bởi hai điềm A,B. 

1V. Nếu tất cả các điềm của một đoạn (AB) được 
chia ra làm hai lớp sao cho : 

1) Mỗi điểm của đoạn đều rơi vào một lớp và chỉ 
một lớp thôi; điềm A thuộc lớp đầu; điềm B thuộc 
lớp sau. 

2) Lấy bất cứ điểm X nào thuộc lớp đầu và bất cứ 
điềm Y nào thuộc lớp sau thì X cũng là một điềm thuộc 
đoạn (AY). 
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thì trên đoạn (AB) có một điềm € sao cho mọi điềm 
của đoạn (AC), có lẽ trừ C, đều thuộc lớp đần và 
mọi điềm của đoạn (CB), có lề trừ G, đều thuộc 
lớp sau. 

Ta chú ý rằng tiên đề này chính là tiên đề Đơdơkin 
nhưng sở dĩ phát biều dưởi hình thức như vậy là vì 
trong hình học Riơman đường thẳng đóng kín và không 
có khái niệm «ở giữa », 

Ta sẽ không xây dựng hình bọc Riơman từ hệ tiên 
đề trên vị công việc đó rất vất vả và không có lợi gì 
lắm. Ta sẽ đưa ngay ra hai mô hình của hinh học đỏ 
rồi dùng các mô hình đề tìm ra một số tính chất của 
không gian Riơman. 


I'— HAI MÔ HÌNH CỦA HÌNH HỌC RIƠMAN 


Sau đây, đề cho đơn giản, ta chỉ hạn chế trong phạm 
vi hình học Riơman phẳng. 

§ 57. Trong không gian (hông thường ta bấy lấy một 
điềm O rồi quy ước như Sau : 

— Gọi mỗi đường thẳng đi qua O là một « điềm ›. 

— Gọi mỗi mặt phẳng đi qua Ô là một « đường 
thẳng ». 

— Một « điềm » A sẽ gọi là ( thuộc » « đường thẳng › 
œ nếu đường thẳng biều diễn A thuộc (théo nghĩa thông 
thường) mặt phẳng biêều diễn a. 

— Hai « điềm › A,B sẽ gọi là chia rề.hai « điểm » Œ,D 
nếu khi quay (quanh O) đường thẳng biều điễn Ä cho 
đến trùng với đường thẳng biểu điễn B bất cứ theo 
chiều nào" thì ta cũng gặp một trong hai đường thẳng 
biểu điễn € và D (bốn đường thẳng biêu diễn A,B,C,D 
cùng nằm trong một mặt phẳng). 
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Trong mò hình này, mỗi đoạn thẳng Riơman được 
biểu điễn bởi một góc* Ơclit. Ta sẽ gọi một đoạn thẳng 
lñiơman AT là «toàn đẳng » với đoạn thẳng HRiơman 
CD nếu góc Ơclit biêu diễn AB toàn đẳng với góc Ơclit 
biểu diễn CD. 

Độc giả cỏ thể tự thử lấy dễ dàng rằng tất cả các tiên 
đề nêu ra ở § 56 đều nghiệm, trừ các tiên đề I,4——1,8 
là những tiên đề về hình học Riơman trong không gian. 

Trong mô hình này, ngoài các khải niệm cơ bản đã 
nói ở trên, các khái niệm khác thể hiện ra như sau : 





RIƠMAN ƠCLÍT 
— Góc — Nhị điện 
— Tam giác — Tam diện 
— Hai điềm đối cực — Hai đường thẳng vuông 
— lai đoạn bù nhau góc 
— Đoạn thẳng tương ứng | — Hai góc * kề bù. 
với một góc — Góc phẳng của nhị diện 
— Đường đối cực của một — Mặt phẳng vuông góc 
điềm (quỷ tích các với một đường thẳng 
điềm đối cực với điềm 
đã cho) 
— Vòng tròn — Mặt nón tròn xoay 
— Tâm vòng tròn — Trục của mặt nón tròn 
xoay 


Vỏi mô hình này ta có ngay một số định lý của hình 
học phẳng Riomaan như sau: 

a) Tông các góc của một tam giác lớn hơn øœ (vì tồng 
các nhị điện của một tam diện lớn hơn +). 


#® Nói đúng ra là một-‡ập hợp hai góc đối đỉnh. Ta sẽ coi 
một tập hợp hai góc đối đỉnh chỉ là một góc. 
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b) Mỗi vòng tròn đồng thời là một đường cách đều, 
Đáy của đường cách đều là đường đối cực của tâm 
vòng tròn. 

c Qua ba điềm không thẳng hàng bao giờ cũng có 
bốn vòng tròn đi qua (vì ba đường thẳng đi qua O xác 
định bốn tam diện và mỗi tam diện có một mặt nón 
tròa xoay ngoại tiếp). 

đ) Hai vòng tròn cỏ thê có đến bốn giao điểm (vì 
hai mặt nón tròn xoay đỉnh O có thể có đến bốn đường 
sinh chủng). 

e) Quỹ tịch các điềm cách đều hai điềm cố định À, 
B là tập hợp bai đường trung trực của hai đoạn thẳng 
xác định bởi À và B. 

8) Qua một điềm A cho trước bao giờ cũng dựng 
được một đường vuông góc với một đường thẳng a cho 
trước. Đường vuông góc đó là duy nhất nếu a không 
phải là đường đối cực của A. 

Nếu œ là đường đối cực của A thì mọi đường thẳng 
đi qua A đều vuông góc với a (vì qua một đường thẳng 
thì dựng được một mặt phẳng vuông góc với một mặt 
phẳng đã cho ; mặt phẳng này là duy nhất nếu đường 
thẳng và mặt phẳng đã cbo không vuông góc với nhau; 
nếu chúng vuông góc với nhau thì mọi mặt phẳng chứa 
đường thẳng đều vuông góc với mặt phẳng đã cho), 

h) Một đường thẳng không chia mặt phẳng ra làm 
hai miền (vì đối với một đường thẳng đi qua O ta 
không thê nói là nó ở bên này hay bên kia mặt phẳng 
đi qua O) do đó một điềm có thề trùng với hình đối 
xứng của nỏ qua một đường thẳng (nếu đường này là 
đường đối cực của điềm đã cho). 

¡) Mỗi phép quay với xung quanh một điềm A 
đồng thời là phép đối xứng qua đường đối cực a của 
điểm A. Do đó trong mặt phẳng Riơmian không phân 
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biệt ra dời hình loại một (bảo tồn hướng các hình) và 
đời hình loại hai (đồi hưởng các hình) và do đỏ không 
thề so sánh hướng các hình. Như thế người ta nói 
rằng mặt phẳng Riơman chỉ có một bên (như là Môơ- 
biuyt—Moébius). 

Nguyên tắc đối ngẫu: Trong mặt phẳng Rioman, có 
điều đặc biệt là ứng với mỗi điềm ta có một đường 
thẳng (đường đối cực của điềm) và ngược trở lại ứng 
với mỗi đường thẳng ta có một điềm (cực của đườn; 
thẳng). Điều đó thề hiện ra trong mô hình như sau: 
Ứng với mỗi đường thẳng đi qua O ta có mặt phẳng 
vuông góc với nó đi qua Ô và ngược lại ứng với mỗi 
mặt phẳng đi qua O ta có đường thẳng vuông góc vời 
nó tại O. 

Trong liên hệ một đối một đó thì mỗi đoạn thẳng 
ửng với một góc và rõ ràng là hai đoạn toàn đẳng với 
nhau thì ứng với hai góc toàn đẳng với nhau (xét trong 
méỏ hình thì rồ). 

Ngoài ra nếu một điềm A thuộc một đường thẳng a 
thì đường đối cực của A sể thuộc cực của đường thẳng a. 

Cuối cùng nếu cặp điềm A, B chia rẻ cặp điềm €, D 
thì cặp đường đối cực của A, B sẽ chia rễ cặp đường 
đối cực của ÓC, D. 

Bởi vậy, ta có thê phát biểu nguyên tắc sau đảy gọi 
là nguyên tắc đối ngẫu : 

Trong hình học phẳng lìiơman, nếu ta lấy một định 
lý nào “đồ rồi thay đôi lẫn nhau các danh từ « điềm » 
và « đường thẳng », « đoạn (thẳng » và « góc › v.v... thì 
la có một định lý mới cũng đúng. Ÿí dụ: từ định lý e) 
ở trên ta có định lý: Hình bao các đường thẳng cắt 
hai đường thẳng cố định dưới hai góc bằng nhau là 
một tập hợp hai diễm, 
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Hình đối ngẫn của một vòng tròn cũng là một vòng 
tròn (xét trong mô hình thì rổ : các mặt phẳng vuông 
góc ở đỉnh O với các đường sinh của một mặt nón tròn 
xoay thì cũng bao một mặt nón tròn xoay). Bởi vậy, từ 
các định lý c) và đ) ở trên ta suy ra: 

—Cö bốn vòng tròn tiếp với ba đường thẳng không 
đồng quy. 

— Hai vòng tròn có thể có đến bốn tiếp tuyến chúng. 

Hay từ định nghĩa của vòng tròn (quỹ tích những 
điểm cách đều một điểm cố định) ta suy ra: 

— Hình bao các đường thẳng cắt một đường thẳng cổ 
định theo một góc không đồi là một vòng tròn. 

§ 58. Ta lấy lại mô hình trên rồi dùng một mắt cầu 
lâm O, bán kinh R, Mỗi đường thẳng đi qua O cắt mặt 
cầu ở hai điềm xuyên tâm đối; mỗi mặt phẳng đi qua 
O cắt mặt cầu theo một vòng tròn lớn. Từ đó ta nây 
ra một ý kiến xây dựng một mô hình khác của mặt 
phẳng Riơman như sau : 

Ta lấy một mặt cầu tâm OÓ, bán kính R trong khòng 
gian Ơclit và quy ước như 8au : 

— Gọi mỗi cặp điềm xuyên tâm đổi của mặt cầu là 
một « điềm». 

— Gọi mỗi vòng tròn lớn của mặt cầu là một « đường 
thẳng ». 

— Một « điềm » Á sẽ gọi là « thuộc ›» « đường: thẳng » 
a nếu cặp điểm xuyên tâm đối biều diễn A nằm trên 
vòng tròn lớn biêu diễn ơ. 

— Mỗi điềm Ơclit trong cặp điềm xuyên tâm đối biểu 
diễn điểm Riơman sẽ gọi là một đại biều của điềm 
Riơman A. Hai điềm Riơman A, B, sẽ gọi là «chia vẽ » 
hai điểm Riơman ©, D nếu trên vòng tròn lớn biểu 
diễn đường thẳng ABCD, có một đại biểu của A và một 
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đại biêu của B chia rẽ (theo nghĩa thông thường) một 
đại biều của C€ và một đại biều của Ù. 

— Mội cặp hai cung vòng tròn lớn xuyên tâm đối 
biều diễn một đoạn thẳng Rioeman; mỗi cung gọi là 
một đại biều của đoạn thẳng Riơman. 

Một đoạn Riơman Al sẽ gọi là ctoàn đẳng » với một 
đoạn Riơman CD nếu một đại biều của AB toàn đẳng 
(theo nghĩa thông thường) vời một đại biều của CD. 

Dĩ nhiên mô hình này thỏa mẫn tất cả các tiên đề 
của § 56 trừ các tiên đề I, 4 — I8. 

Độc giả sẽ tự xét lấy xem các khái niệm khác ngoài 
các khái niệm eơ bẳn sẽ thể hiện ra trong mô hình này 
thì như thế nào ? 

Ngoài các tỉnh chất đã biết của hình học Riơman 
_(§ ð7) ta sẽ dùng mô hình này để thiết lập hai công thức 
của hình học Riơman. 

Diện tích tam giác. Môi tam giác Riơman được biều 
diễn bằng sự đồng nhất hóa hai lam giác cầu xuyên 
tâm đối. Bởi vậy diện tích của tam giác Rioman cũng 
chính là điện tích tam giác cầu, tức là bằng*: 

S = R2f(A + B —€) — H]} 

— Cóng thức lượng giác. Mỗi tam giác Riơman ứng với 
mật tam điện Ơclit đỉnh O. Độ đài của một đoạn thẳng 
Rioman AB chính là độ đài clit của một cung vòng 
tròn lớn đại biểu cho AB. Nếu độ dài cung đó là c thì 





Xe c 
góc AOB ở tâm (tính bằng rađiăng) sẽ là R .Vì vậy 


* Độc giả nào chưa biết thị có thổ tự tìm lấy: trước hết 
tính điện tích của một múi cầu rồi cộng diện tích ba múi ứng 
VớI ba góc của tam giác thì thấy rằng ta được diện tích 
toàn bộ mặt cầu thêm bốn lần điện tích tam giác. 


10- GSHIH 145 


các hệ thức lượng quen biết* trong một tam điện Ơclit 
cho ta các hệ thức sau đây trong một tam giác Riơman : 
Bọi a _—_ c0s A-+-cos l cos CÓ 
sin B sin € 


q b C 
CO8 ~- — — COS ___.C0§._.._ 
h s 


COS Á —= ~ R 





se 1: 
Sỉn —~- sỉn——— 
R R 
và những công thức mà ta có được bằng hoản vị vòng 
quanh hoặc bằng cách làm những tính toán như ở § 49. 
Điều đáng chú ý ở đây là nếu trong các công thức trên 
ta thay R bằng Bí với Ì = ƒ—T thì ta có các công thức 
của hình học Uòbasepki. Bởi vậy, như Lămhbe đã thấy, 
hình học Lòbasepki có thể xem như hinh học trên một 
mặt cầu bán kinh ảo, Vì ¡?= — 1 nên khi nói đến độ 


cong đối với không gian Lôbasepki ta đã lấy —-C 


(§ 50) dề phân biệt với độ cong s của không gian 


Rioman. 

Hình học clHt cũng là một trường hợp giới hạn của 
hình học Rioman. Trong các công thức trên, cho R trở 
nên vô tận ta sẽ được những công thức của bình học 
Ơclit. 

Tóm lại, các không gian lioman có độ cong đương, 
các không gian Lôbasepki cô đỏ cong âm và ở giữa là 
không gian Oclit có độ cong bằng không. 


* Độc giả nào chưa biết thì có thề tự tìm lấy chẳng hạn 
bằng cách lấy ba vẻctơ đơn vị trên ba cạnh của tam điện, 
chọn một hệ tọa độ Đềcác thích hợp rồi dùng biêu thức giải 
tích của tích vò hưởng đồ tính các góc. 
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§ 59. Sợ lược nề hình học liơman nghĩa rộng. 


Các không gian Lôbasepki và liơman là những không 
gìan có độ cong, nhưng là độ cong không thay đồi từ 
điềm này sang điềm khác. Câu này phải hiểu là: mức 
độ khác với không gian Ơelít của các không gian đó 
chỗ nào cũng như chỗ nào; điều đó thể hiện ở chỗ 
tính chất của một hình khòng phụ thuộc vị trí của 
hình đó trong không gian. Tồng quát hơn các không 
gian đó là các không gian Riơman nghĩa rộng có độ 
cong thay đổi nghĩa là mức độ khác với không gian 
Ơclit của một không gian như vậy thay đồi từ điềm 
này sang điềm khác. Một mô hình của không gian 
Rioman nghĩa rộng hai chiều là một mặt bất kỳ trong 
không gian Ơclit, ví dụ mặt elipxôít. Trên một mặt 
như vậy, các đường cực đoần (tức là những đường đi 
ngắn nhất từ điềm này sang điểm khác trên mặt) đóng 
vai trò các đường thẳng. Vì độ cong thay đồi nên tính 
chất của các hình không những phụ thuộc vào kích 
thước của chúng mà còn phụ thuộc vị trí của chúng, 
Ví dụ: nếu ta lấy hai tam giác có các góc bằng nhau 
đôi một thì diện tích của chủng nói chung là không 
bằng nhau. Hoặc như hai vòng tròn có bản kinh bằng 
nhau nhưng khác tâm thì nói chung có chu ví khác nhau, 

Chúng ta sẽ rõ hơn điều này khi học hình học nội 
bộ của các mặt trong giáo trình hình học vi phâu. 

Hình học dùng trong thuyết tương đối nghĩa rộng 
chính là hình học Riơman nghĩa rộng bốn chiều (chiều 
thứ tư là thời gian). Một số kết quả của thuyết tương 
đối nghĩa rộng đã được kiêm chứng bằng thực nghiệm 
(vi dụ như: đường đi của ánh sảng bị cong đi khi 
ánh sảng đi gần những khối vật chất lớn ; kết quả 
này được kiềm nghiệm năm 1919). Như vậy là quan 
điềm của Lôbasepki (tức là quan điềm duy vật biện 
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chứng) về không gian đã được thực tế chứng minh 
(nhưng gần một trăm năm sau !). 

Tóm lại chúng ta thấy rằng trong lúc hình bọc Ơolit 
chỉ là trường hợp giời hạn của hình học Lôbasepki và 
hình học Rloman nghĩa hẹp thì các hình học này cổng 
chỉ là những trường hợp đặc biệt của hinh học Riơman 
nghĩa rộng. 


GHƯƠNG V 


MỘT SỐ VẤN ĐỀ VỀ TIÊN ĐỀ HỌC 


I. BÄ VẤN ĐỀ CĂN BẢN CỦA TIÊN ĐỀ HỌC 


ớ §12, ta đã nêu ra ba yêu cầu căn bản cho một hệ 
tiên đề. Sau đây ta sẽ trình bảy phương pháp tông quát 
đề xét xem đối với một hệ tiên đề đã cho, các yêu cầu 
đó có đạt hay không và áp dụng phương pháp đó đề 
nghiên cứu ba hệ tiên đề đã trình bày trong các chương 
11, HỊ, 1V. 

§60. Vấn đồ phi mâu thuẫn của mệt hệ tiên đề. 

Trước hết ta nhắc lại rằng một hệ tiên đề gọi là phi 
mâu thuẫn nếu từ hệ đó, bằng suy diễn lôgie, không 
bao giờ ta suy ra được một kết quả mâu thuẫn với các 
tiên đề hay hai kết quả mâu thuẫn với nhau. 

Đề trình bày phương pháp tông quát giải quyết vấn 
đề phi mâu thuẫn, ta bãy lấy hệ tiên đề Lôbasepki ], 
H, HH, EV, V làm thí đụ. Ta đã dùng vát liệu của hình 
học Ơclit đề xây dựng nên mô hình Poăngecarê của hệ 
tiên đề đó, Nhờ mô hình đó, mỗi định lý của hình họe 
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Lôbasepki cho ta một định lý của bình học Ơclit. Ví 
dụ từ định lý: «tông các góc của một tam giác nhỏ hơn 
180°» của hình học Lôbasepki, ta suy ra định lý sau 
đây của hình học Ơclit: «ba nửa vòng tròn có tâm trên 
cùng một đường thẳng và nẵm cùng phía đối với đường 
thẳng đó thì tạo nên một tam giác cong có tông các góc 
nhỏ hơn 180° », Bởi vậy, nếu trong hình bọc Lôbasepki 
ta có hai định lý mâu thuẫn với nhau thì hai định lý 
đó sẽ cho ta hai định lý của bình học Ơclit cũng mâu 
thuần với nhau. Cho nên, nến ta giả thiết rằng hình 
học Ơclit phi mâu thuẫn thì việc xây dựng thành công 
mô bình Đoăngcarê chứng tổ rằng hình học Lòbasepki 
cũng phi mâu thuẫn. Ta phát biều: 

Định lý 24: Hình học Lobasepki sẽ phi mâu thuẫn 
nếu hình học Ơclit phi màu thuẫn. 

Thí dụ trên đây minh họa chơ phương pháp tồng quát 
sau đây gọi là phương pháp «mô hình»: Muốn chứng 
mình rằng một hệ tiền đề S là phi mâu thuẫn người ta 
dùng oát liệu của một lú thuyết khoa học* được giả thiết 
tà phi máu thuẫn đề xáu dựng một mô hình của S. Nếu 
piệc xảy dựng thành công thì bức là Š phi mâu thuẫn. 

Việc xây dựng thành công các mô hình của hình bọc 
Rioman phẳng (§§ 57, 58) cho ta định lý: 

Định lý 95: Hình học phẳng Riơman sẽ phi mâu 
thuẫn nếu hình học không gian Ơclit phi mâu thuẫn. 

Theo các định lý 21, 25 thì vấn đề phi mâu thuẫn 
của các hình học Lôbasepki và BRiơman đều đồ về cho 
hình học Ơclit, Tất nhiên một câu hỗi sẽ đặt ra: thế 
hình học Ơclit có phi mâu thuẫn không? Ở §29 ta đã 
xây dựng được một mô hình của hình học Ơclit với các 
vật liệu là những số thực. Vậy câu trả lời sẽ là: 


* Không nhất thiết là toán học. 
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Bịnh lý 96: Hình học ƠcliL sẽ phi mâu thuẫn nếu 
số học các số thực phi mâu thuẫn. 


Tất nhiên ở đây sẽ có những câu hỏi như sau đặt ra : 


— Tại sao không nói ngay rằng hình học phi Ơclít phi 
mâu thuẫn vì nó có mô hình vật lý? 

— Liệu có thê có phương pháp nào khác phương pháp 
mô hình cho phép ta đi đến những kết luận không kèm 
theo điều kiện : « nếu... phi mâu thuẫn » không? 


Trả lời câu hồi thứ nhất: Trườc hết ta thấy rằng các 
khái niệm hình học trong hình học sơ cấp thông thường 
(vi dụ đường thẳng được trừu tượng hóa, coi như vò 
tận cả về hai phía, không có bề dày, bề rộng) chỉ phản 
ánh gần đúng thực tế mà thôi, sau nữa trở lại các điền 
đã nói ở §§ 10, 51 ta thấy ngay rằng (như ta đã nói hai 
lần ở §§ 12, 28) không thề nói một cách tuyệt đối: 
« Không gian vật lý là một mô hình không gian Ơclit » 
mà chỉ có thể nói : « Với một mức độ chỉnh xác nào đö. 
thì không gian vật lý là một mô hình của không gian 
Ơclit ›. Bởi vậy người ta cổ gắng đưa vấn đề về số học các 
số thực để rồi từ đó đưa về số học các số tự nhiên mà 
hệ tiên đề (hệ tiên đề Pơanô — Peano) chỉ gồm cỏ năm 
tiên đề. Lý thuyết các số tự nhiên được coi là lỷ thuyết 
được thử thách nhiều nhất trong thực tế. 

Ngoài ra, xây dựng được mô hình số học thì có cải 
lợi là dùng được sự phong phú của số học hiện đại đề 
làm cho hình học phong phú thêm vì kbi đã xây dựng 
được mô hình số học trên trường số thực thì dï nhiên 
người ta nghĩ đến việc dùng các trường số khác. Ví dụ: 
việc dùng trường phức số đề xây dựng các mô hình bình 
học là cơ sở cho việc đưa các phần tử ão vào trong 
hình học, eung cấp thêm một phương tiện nghiên cứu 
hình học có nhiều hiệu lực. 
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Nhưng việc đưa vấn đề từ số thực về các số tự nhiên 
đã dẫn đi rất xa. Vì rằng muốn xây dựng lý thuyết các 
số thực từ lý thuyết các số tự nhiên thì phải dùng đến 
các tập hợp vô hạn. Nhưng trong lý thuyết tập hợp, 
nếu ta quan niệm «thế nào là một tập hợp » một cách 
không hạn chế thì có những mâu thuẫn. Để giải quyết 
các mâu thuần đó, nhiều phương hưởng đã được đề 
ra làm nầy sinh những trường phải toản học khác 
nhau. Những vấn đề đó ra khỏi phạm vi «cơ sở hình 
học » nên ta tạm dừng ở đây về câu hỏi thứ nhất. 

Trả lời câu hỗi thứ hai: Hinbe có đề ra một phương 
pháp khác phương pháp mỏ hình, Nhưng để tránh các 
mâu thuẫn vừa nỏi ở trên trong lý thuyết tập hợp, 
Hinbe tránh khòng dùng vô tận thực tại (tức là trong 
khi nói đến một tập hợp vò số phần tử thì ta hình 
dung vô số phần tử ấy cùng một lúe, nói cách khác ta 
xem tập hợp đó hình thành ngay một lúc) mà chỉ dùng 
vô tận khả năng (tức là hình dung một tập hợp vô số 
phần tử trong quả trình hình thành của nó; trong quá 
trình đó, bất cứ ta đừng lại lúc nào thì ta cũng chỉ có 
một số hữu hạn phần tử nhưng ta vẫn có khả năng 
thêm mãi số phần tử lên) nên phương pháp của Hinbe 
chỉ có thê áp dụng một cách hết sức hạn chế, 

Vi vậy, về căn bản mà nói thì không eó phương pháp 
gì khác ngoài phương pháp mô hình. Điều đỏ có một 
ý nghĩa triết học mà ta sẽ thấy ở § 61, 

Trong lògie toán người ta chứng mình rằng một lý 
thuyết mà có một hệ tiên đề mâu thuẫn là một lý thuyết 
cba phải » nghĩa là trong lý thuyết đó người ta có thô. 
chứng minh được bất cứ mệnh đề gì, do đó không có 
sự phàn biệt sai, đúng nữa. 

§ 61. Vấn đề độc lập của các tiên đề. 

Một tiên đề Á trong một hệ tiên đề ŠS phi mâu thuẫn 
gọi là độc lập đối với tất cả các tiên đề khác của 5 nếu 
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dựa trên các tiên đề khác này, ta không thê dùng suy 
diễn lôgic mà suy ra được tiên đề A, 

Ta hãy trở lại tiên đề V của hệ Hinbe. Ta đã thay nó 
bằng tiên đề trải lại V' và xây dựng nên hệ tiên đề 
Lôbasepki phi mâu thuẫn. Điều đó chứng tổ rằng tiên 
đề V không phải là một hệ quả lôgic của bốn nhỏm 
tiên đề 1, H, 1H, IV vì rằng nếu nó là hệ quả lôgic của 
các nhóm tiên đề I, II, II, IV, thì nó tất yếu phải 
nghiệm trong bất cứ mò hình nào thỏa mãn các nhóm 
tiên đề I, H, HI, IV. 

Nhưng mô hình DPoăngcaré thỏa mẩn các nhóm tiên 
đề I, II, 1H, IV mà không thỏa mãn tiên đề V, 

Vậy ta có định lý : 

Định lý 27: Tiên đề V của hệ Hinbe độc lập đối 
với tất cả các tiên đề khác của bệ đó. 

Thí dụ cụ thể trên đây mình họa cho phương pháp 
tổng quát sau đây đề chứng mính rằng một tiên đề A 
nào đó của một hệ tiên đề § là độc) lập đối với tất cả 
các tiên đề khác của Š: lấy pái liệu của một lú thuuết 
khoa học được giả thiết là phí mâu thuẫn đề xâu dựng 
một mô hình thôa mãn tắt cả các tiên đề của S, trừ tiền 
đề A; nếu oiệc xầu dựng thành công thì tức là tiên đề 
A độc lập đối uới tắt cả các tiên đề khác của s. 

Ta sẽ không xét từng tiên đề của hệ Hinbe. Ngoài 
tiên đề V ở trên, ta sẽ xét thêm tiên đề IV, 2. 

Định lý 28: Tiên đề IV, 2 của hệ Hinbe độc lập đối 
với tất cả các tiên đề khác của hệ đó. 

CHỨNG MINH : Ta sẽ lấy tập hợp tất cả các số đại số 
(tức là bổ đi tất cả các số siêu việt đề xây đựng mô 
hình số học đúng y như ở § 29. Mô hình này thỏa mẩn 
tất cả các nhóm tiên đề I, H, HH, V vì khi xét xem các 
tiên đề này có nghiệm không thì ta chỉ dùng đến sự so 
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sánh các số (lớn hơn, bé hơn), đến các phép cộng, trừ 
nhân, chia và đến phép khai phương một tông hai bình 
phương (là những phép mà ta gặp trong khi xây dựng 
mô hình số học ở §29). Nhưng các phép đỏ áp dụng 
vào các số đại số lại cho ta những số đại số cho nên chỉ 
hạn chế lại trong phạm vi các số thì eác nhóm tiên đề 
I, H, HI, V vẫn nghiệm như trước đây chúng đã nghiệm 
khi ta dùng toàn bộ trường số thực. 

Bây giờ ta xét tiên đề Aesimet. Trước hết ta chú 
ý rằng với các phép đời hình * (ở đây là các phép biến 
đồi trực giao) ta có thể cho bất cứ tỉa nào đến trùng 
với một tia cho trước, cho nên chỉ việc xét tiên đề 
Acsimet trên một đường thẳng nào đó thôi. Giản dị 
nhất là lấy trục # tức là đường thẳng chứa các điểm 
dạng (+, 0). Dï nhiên là các điểm A (0, 0), A¡ (d, 0) A¿ 
(2a, 0),..., Aa (na, 0)... trong đó a >0 xác định một dãy 
đoạn toàn đẳng với nhau AAq = ÀIÀ¿=... = AnÂn¿n =... 
Quả vậy, có một phép biến đổi trực giao, cụ thể là : 

+2'=z+q 

Ụ`=U 
biến mỗi đoạn của dãy thành đoạn đi liền sau. Bây giờ 
giả sử AÁ (b, 0) là một điềm lấy tùy ý vời b>a. Ta 
phải chứng minh rằng trong mô hình của chúng ta ắt 
phải có một số tự nhiên sao cho B ở giữa Á và Aạ. 
Theo quy ước về khái niệm « ở giữa » trong mô hình thì 
B ở sẽ giữa A và Aa nếu ta (tìm được số tự nhiên n sao 
cho nạ >b. Nhưng trong số học các số đại số thì với 
bất cứ hai số đại số a, b nào bao giờ cũng tìm được số 
tự nhiên n đề cho na >>b. Vậy tiên đề Acsimet nghiệm 
trong mô hình của chúng ta. 


*Ta có quyền dùng các phép đời hình vì các nhóm tiên đề 
1, H, HI, V đã được chứng mình là nghiệm. 
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Tiên đề Căngto IV,2 thì không nghiệm vì rằng Lếu 
tiên đề này mà nghiệm nốt thì lắp lại lý luận ở § 22 ta 
sẽ thấy rằng cho trước bất cứ số thực đương nào, ví 
dụ sỐố z, ta cũng tìm được trong mô hình một đoạn 
thẳng có độ dài bằng œ, điều không thể được vì trong 
mô hình của chúng ta, các đoạn thẳng không thể có độ 
dài siêu việt được. 

Giải quyết vấn đề « độc lập» của các tiên đề trong 
một hệ S tức là giải quyết vấn đề: «hệ Š không cỏ Liên 
đề nào thừa không? ». Vấn đề tưởng chừng như không 
quan trọng lắm vì «thiếu » thì mới đáng lo chứ «thừa » 
thì có hề gì; «thừa » chỉ chứng tô rằng ta chưa khai 
thác triệt đề khả năng suy diễn lôgíc khiến cho phải 
công nhận một kết quả đáng lề chứng minh được. 

Thật ra thì vấn đề có quan trọng ở điều này: Khi ta 
đã chúng minh được rằng một tiên đề A của một hệ 
tiên đề S là độc lập đối với tất cả các tiên đề khác của 
ŠS thi ta có thẻ xây đựng một lý thuyết mới, phi — À. 
Ví dụ chỉnh tiên đề V có độc lập đối với các nhóm tiên 
đồ I, H, HI, IV thì mới có hình học phi — Ơclit; vậy, 
xét vấn đề độc lập của các tiên đề có thề đưa đến 
những sáng tạo mới. 

§62. Vấn đề đầu đủ của một hệ tiên đề. 

Một hệ tiên đề S phí mâu thuẫn có những mô hình 
cụ thê. Dựa trên hệ tiên đề đó và chỉ đùng suy diễn 
lògic thì có thề chứng minh được bất cứ chân lý nào 
(đã phát hiện hay sẽ phát hiện) trong tất cả các mô hình 
của hệ § không? Vi dụ Š gồm bốn nhóm tiên đề LH, 
HI, 1V. Một mô hình của nó là bình học vật lý. Trong 
mô hình đó có chân lý sau đây: Qua một điềm nằm 
trong một góc lồi bao giờ cũng dựng được một đường 
thẳng cắt cả hai cạnh góc. 

Nhưng với hệ S, ta không thể dùng suy diễn lôgic đề 


^ 


chứng mỉnh chân lý đỏ. Như thế là bệ § chưa đủ đề 
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chửng minh bất cứ chân lý nào trong các mô hình 
của nó. 

Lấy thi dụ khác: hệ § là hệ tiên đề trong tác phầm 
« nguyên lý » của Ơclít, Hình bọc vật lý cũng là một mô 
hình của nó. Trong mô hình này có chân lý là hai vòng 
tròn qua tâm của nhau thì cắt nhau nhưng với hệ § thì 
không chứng mình được chân lỷ đỏ (Ởclit công nhận 
nỏ bằng trực giác). Vậy hệ S này cũng không đủ đề 
chứng minh bất cứ chân lý nào trong tất cả các mò 
hình của nó. Làm thế nào đề xét xem một hệ tiên đề S 
có đầy đủ đề chứng minh được mọi chân lý trong tất 
cả các mô hình của nó hay không? Vấn đề xem chừng 
rất khó: một mặt phải soát lại tất cả các định lý đã 
biết trong lý thuyết nhận S$ làm hệ tiên đề đề xét xem 
trong khi chứng minh các định lý đó có thật sự chỉ 
dùng suy điễn lôgic không (hay có một vài chỗ nào đó 
đã đề cho trực giác len vào mà không biết, điều mà 
Ơciit đã phạm phải), mặt khác còn phải bảo đảm sao cho 
tương đai về sau, trong quá trình phát triển của lý 
thuyết nhận S làm hệ tiên đề, bất cứ chân lý nào sẽ 
phá: hiện ra trong bất cứ mô hình nào cũng đều chứng 
minh được hoàn toàn bằng suy diễn lògie từ hệ S. 

Trước khi trình bày cách giải quyết vấn đề, ta hãy 
định nghĩa thế nào là hai mô hình đẳng cấu. 


Định lý 17: Hai mô hình của một hệ tiên đề Š sẽ 
gọi là dẳng cấn với nhau nếu giữa các đối tượng của 
chúng (vi dụ điềm, đường thẳng, mặt phẳng v.v...) cỏ 
thể thiết lập được một liên hệ một đối một sao cho 
những đối tượng tương ứng thì ở trong những tương 
quan giống nhau (ví dụ nến điềm AÀ và đường thẳng a 
của mô hình này thuộc nhau thì điềm À' và đường 
thẳng œ° tương ứng trong mô hình kia cũng thuộc nhau ; 
hay như nếu các đoạn AB và CD của mô hình này toàn 
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đẳng vời nhau thì cúc đoạn tương ứng À'°B' và CD! 
trong mô hình kia cũng toàn đẳng với nhau. (Các khải 
niệm cơ bản ở trong mô hình nào thì hiểu theo nghĩa 
cụ thề trong mô hình ấy). 

Vị dụ hai mô hình của hai hình học Biơman ở §§ 57, 
58 là đẳng cấu với nhau vì có một liên hệ một đối một 
giữa các đường thẳng đi qua O và các cặp điểm xuyên 
tâm đối của mặt cầu tâm O, giữa các mặt phẳng đi qua 
O và các vòng tròn lớn của mặt cầu v.v... và rồ ràng là 
các đối tượng tương ứng ở trong những tương quan 
giống nhau. 

Bây giờ ta trổ lại vấn đề trên. Giả sử có mội hệ tiên 
đề S đầy đủ theo nghĩa ở trên. Ta bầy lấy bai mô hình 
M và M' của S. Giả sử A là một chân lý phát biện ra 
trong M. Vì S là đầy đủ nên đựa vào §Š và hoàn toàn 
dùng suy diễn lôgic, ta có thể chứng mỉnh A thành 
một định lý của lý thuyết trừu tượng nhận ŠS làm hệ 
tiên đề. Định lý đó đi nhiên là đúng trong mọi mô hình 
của S và do đó nó đúng trong M' và ở đây nó cho ta 
một chân lý A' tương ứng với À. Ngược trở lại, mọi 
chân lý À' trong M cũng có một chân lý tương ứng A 
trong M. Điều đó chứng tỏ rằng M và M' đẳng cấu 
với nhau. 

Vậy nếu hệ Š mà đầy đủ theo nghĩa trên thì tất cả 
các mô hình của nỏ đẳng cấu với nhau. Ngược lại, 
giả sử rằng tất cả các mô hình của S5 đẳng cấu với 
nhau. Ta hãy lấy một chân lý Á nào đó trong một mô 
hình M nào đó của S. Nếu như chân lý A đó không thê 
suy diễn lôgíc từ S ra được thì trong các mô hình của 
S sẽ có những mô hình trong đó ÀA không nghiệm và 
những mô hình ấy không thể đẳng cấu với M, điều trải 
với giả thiết. Vậy A là một hệ quả lògíc của 5 và 
như vậy S là đầy đủ. Phân tích như trên, ta đi đến 
định nghĩa sau đây: 
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Định nghĩa 18: Một hệ tiên đề sẽ gọi là đầy đủ* 
nếu tất cả các mô hình của nó đẳng cấu với nhau. 

Định lý 29: Hệ tiên đề ], II, JI, IV, V là đầy đủ. 

CHỨNG MINH: Đề trình bày cho đơn giản, ta hạn chế 
lại trong phạm vi hình học phẳng, tức là trong nhỏm 1 
ta chỉ xét có ba tiên đề đầu. 

Ta hãy lấy một mô hình M của hệ. Vì các tiên đề 
của hệ đều nghiệm trong M nên, lý luận như ở § 2l, 
22 ta có thể đưa tọa độ vào trong M sao cho giữa các 
điềm của M và các cặp số thực (x, y) sắp thử tự có một 
liên hệ một đối một. Ngoài ra, nhờ có tiên đề V mà hệ 
tọa độ nói ở § 22 có tính chất Đềocác, do đó mà các 
dường thẳng của M sẽ có phương trình dạng 

# -E© DỤ + tù = ÔÖ 

Vậy, giữa các đường thẳng của M và các bộ tỷ số 
(u:v:w) có một liên hệ một đối mội. 

Các tiên đề I— V sẽ cho phép ta tìm được những 
công thức cơ bản nhờ đó các tương quan giữa các đối 
lượng trong mô hình M được đặc trưng bằng số học 
đúng y như các tương quan giữa các đối tượng tương 
ứng trong mô hình số học. Vậy M đẳng cấu với mô 
hình số học. Rõ ràng là hai mô hình cùng đẳng cấu với 
một mỏ hình thứ ba thì đẳng cấu với nhau cho nên 
ta có thể kết luận: tất cả các mô hình của hệ lạ, lạ, lạ, 
II, IH,IV, V đều đẳng cấu với nhau (vì cùng đẳng cấu 
với mô hình số học). Vậy hệ tiên đề nói trên là đầy đủ. 

Người ta cẳng chứng mỉnh tương tự rằng hệ tiên đề 
Lôbasepki và hệ tiên đề Riơman cũng đầy đủ. Đến đây, 


*Còn có một khái niệm « đầy đủ » khác, chặt hơn: một hệ 
tiên đồ § sẽ gọi là đầy đủ nếu chỉ dùng suy diễn lôgíc thì với 
bất cứ mệnh đề nào phát biểu về các khải niệm của lý thuyết 
nhận § làm cơ sở ta cũng chứng minh được là nó đúng 
hay sai. 
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ta mới hiểu tại sao các hệ thức lượng Lôbasepki thiết 
lập nên trong mô hình Doăngcarê đều đúng trong các 
mô hình khác của hìn1 học Lôbasepki. 

Điều kiện đầy đủ không phải là bắt buộc đối với mọi 
hệ tiên đề. Trong toán học hiện đại, càng ngày người 
ta càng chú ý đến các thuyết toán học dựa trên một hệ 
tiên đề không đầy đủ (vi dụ: Lý thuyết nhóm và tôpô). 
Giả trị các thuyết đó là ở chỗ phạm ví ứng dụng của 
chủng rất rộng rãi và ta có thê thêm những tiên đề mới 
vào đề có những thuyết mới. 


II — VÀI NÉT SƠ LƯỢC VỀ QUAN ĐIỀM DUY 
TÂM VÀ QUAN ĐIỀM DUY VẬT XUNG QUANH 
PHƯƠNG PHÁP TIÊN DÊ 


§ 63. Ta bấy nhắc lại đảy những nét đặc trưng của 
phương pháp tiên đề: 

1) Tất cả các khải niệm cơ bản (của lý thuyết mà la 
xây dựng) đều không định nghĩa. Những điều tối thiêu 
cần biết về cáo khái niệm đó thì được trình bày trong 
các tiên đề. 

2) Các khái niệm cơ bản và các tiên đề được hiều một 
cách trừu tượng như những dạng có nội dung cụ thê 
biến thiên. 

3) Một hệ tiên đề phải phi mâu thuẫn và các tiên đề 
trong hệ phải độc lập vời nhan, 

Vì mỗi người có thề tùy ý chọn những khái niệm cơ 
bản và các tiên đề (miễn sao đừng có màu thuẫn lôgic), 
và vì các khái niệm cơ bản và các tiên đề đó về sau có 
thề có vô số thể hiện cu thể khác nhau (mô hình) nên 
bọn duy tâm đã vin vào đó đề nói rằng các khái niệm 
cơ bản và các tiên đề hoàn toàn là những sản phầm 
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của tư đuy con người, do đó chỉ phản ánh những tính 
chất nội bộ của tư duy và không liên quan gì đến thực 
tế khách quan bên ngoài. 

Hơn thế nữa, các danh từ chỉ các khải niệm cơ bản 
được họ coi như là những chữ trống rỗng, không có 
nội dung gì hết và với việc ký hiệu hóa (tức là các khái 
niệm cơ bản, các tiên đề đều được diễn tả bằng kỷ hiệu 
chứ không phải bằng danh từ, câu văn) thì họ lại coi 
một lý thuyết toán học như một mở ký biệu không có 
nội đung, đến nỗi họ ví việc làm toán với việc đánh 
cờ. Người đánh cờ không cần biết nội dung các quân 
cờ là gì chỉ cần biết nước đi của mỗi quân cờ (mã là 
gì không cần biết, chỉ cần biết nó đi theo chữ nhật) thì 
nhà toán học cũng không cần biết nội dung các ký 
hiệu, chỉ cần biết một số quy tắc lôgíc (cũng ký hiệu 
hóa) đề biến đồi các ký hiệu đó. Đó là quan điềm của 
Irường phái « hình thức chủ nghĩa ». Hinbe, người tiêu 
biểu cho trường phái đó có hoài bão là hình thức hóa 
(tức là ký hiệu hóa) toàn bộ toán học. Hoài bão đó đã 
bị công trình nghiên cứu của Gođen (Göđel) đập tan, 
Gơđen chứng minh được rằng ngay số học các số tự 
nhiên cũng đã không hình thức hóa đầy đủ được, nghĩa 
là dù khéo chọn đến thế nào một hệ hình thức (tức 
là một hệ tiên đề ký hiệu hóa kèm thêm với những 
quy tắc suy diễn lôgíc cũng ký biệu hóa) cho số học 
các số tự nhiên thì vẫn có những chân lý của số học đó 
không thê rút ra từ hệ hình thức đã chọn. Điều đỏ rất 
dễ biều vì vật chất là vô cùng tận, khoa học kỹ thuật 
càng tiến lên càng khám phá thêm được nhiều tỉnh chất 
mới của vật chất và toán học cũng theo đó mà tiến 
lên không ngừng, do đỏ hoài bão gói toàn bộ toán 
học trong một hệ hình thức là một ảo tưởng. 

Mục địch của bọn duy tâm là phủ nhận nguồn gốc 
thực tế của toán học đề bênh vực cho những quan điềm 
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như: tư duy độc lập đối với thực tế khách quan, con 
người có thê có nhận thức tiên thiên, phi kinh nghiệm. 

Chúng ta hãy nhìn lại phương pháp tiên đề như đã 
trình bày ở trong quyền sách này. Rồ ràng tính trừu 
tượng cao độ của phương pháp tiên đề là sức mạnh 
của phương pháp đó. Trừu tượng không có nghĩa là 
mất hết nội dung cụ thể mà trái lại có một nội dung 
phong phú hơn, muôn màu muôn vẻ hơn. Trước đây, 
dưới danh từ điểm ta chỉ nhìn thấy một cái chấm mực 
hay một hạt bụi thì nay ta nhìn thấy trong danh từ 
đó khi thì một cái chấm mực hay một hạt bụi, khi 
thì một cặp số thực, khi thì một vòng tròn v.v... 
Chính sự trừu tượng hóa cao độ đó cho phép ta 
nghiên cửu được các quan hệ số lượng và các dạng 
không gian của thế giởi khách quan một cách tông quảt 
nhất. Một định lý suy điễn lôgie từ một hệ tiên đề ra có 
một phạm vi áp dụng hết sức rộng rãi. Không những 
thế, điều đó còn làm nồi bật lên những đây liên hệ bèn 
trong về phương điện quan hệ số lượng giữa những sự 
kiện mà bên ngoài ta tưởng như xa nhau hay có khi 
không có liên hệ gì với nhau. Và khám phá ra những 
dày liên hệ đỏ, chúng ta có một khả năng đồi dào đề 
sáng tạo. Chính vì thế mà toán học ngày càng phục vụ 
được nhiều cho khoa học, kỹ thuật và càng trừu tượng 
bao nhiêu nỏ càng phục vụ đắc lực bấy nhiêu. Bọn duy 
(âm muốn dựa vảo cái trừu tượng đó đề tách toán học 
khối thực tế thì Hệu họ giải thích làm sao việc toán học 
phục vụ thực tế đắc lực đến thế. 


§ 64. Bây giờ ta hãy đi sâu hơn vào yêu oần căn bản 
đõi với một hệ tiên đề, đó là yêu cầu « phi mâu thuẫn ›. 
Bọn duy tâm tách vấn đề «phi mâu thuẫn lôgic › với 
vấn đề « phù hợp với thực tế». Đi đôi với việc coi các 
khái niệm cơ bản và các tiên đề là những sản phẩm 
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của tư duy, họ coi vấn đề phi mâu thuẫn chỉ là phí 
mâu thuẫn trong nội bộ tư đuy. Đỏ là tiên chuẩn chân 
lý đối với họ, đó 1à tiêu ehuẳn quyết định sự có quyền 
tồn tại của hệ tiên đề. 

Thực tế hoàn toàn trái với quan điềm đó. Quả vậy, 
như ta đã biết, đề chứng mính sự phi mâu thuẫn của 
một hệ tiên đề, căn bản không có phương pháp gì khác 
ngoài phương pháp mô hình. Một hệ tiên đề sẽ là phi 
mâu thuẫn nếu nó có một mô hình tức là nó có một sự 
thê hiện trong một tập hợp sự vật thực tế và do đó nó có 
một nội dung rất cụ thề. Phương pháp mô hình mang 
một tính chất duy vật rõ rệt. Với phương pháp đó ta 
thấy rằng sự phi mâu thuẫn của một hệ tiên đề có căn 
nguyên, nguồn gốc ở chỗ hệ đó phù hợp với thực tế. 
Chính sự phù hợp với thực tế quyết định sự phi mâu 
thuẫn chứ không phải sự phi mâu thuẫn quyết định sự 
phù hợp với thực tế. Trong toán học đã có những kết 
quả suy điễn không chứa mâu thuẫn lôgic gì nhưng lại 
không phù hợp với thực tế. Ví dụ, người ta đã chứng 
mỉnh được rằng cỏ thể phân một mặt cầu ra thành 
những tập hợp điểm sao cho với cáo tập hợp điềm đó 
lại tạo nên được bai mặt cầu bằng mặt cầu đã cho. 
Trong chứng minh không có mâu thuẫn lôgic gì nhưng 
rõ ràng là kết quả mâu thuẫn với thực tế. Tại sao vậy ? 
Vì rằng các đối tượng toán bọc không phải y nguyên là 
những sự vật thực tế mà chỉ là những kết quả của sự 
trừn tượng hóa các sự vật thực tế đó và vì vậy chỉ phẫn 
ảnh gần đúng thực tế. Ngay các quy tắc lôgic cũng chỉ 
là những kinh nghiệm đúc kết lại qua sự hoạt động thực 
tiễn lâu đời của con người, nên những quy tắc đó cũng 
không phải là tuyệt đối đúng, bất đi bất dịch. Từ những 
cái gần đúng như vậy, nói chung thì cũng chỉ đi đến 
những cái gần đúng và cá biệt có thê đi đến cải sai, 
tức là đi đến mâu thuẫn với thực tế. Cho nên ở §12 la 
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chỉ phát biên là «... có nhiều hy vọng phù bợp với thực 
tế ». Như vậy tiêu chuẩn chân lý quyết định quyền tồn 
tại của một hệ tiên đề cuối cùng là sự phù hợp với 
thực tế, 

§65. Một sai lầm thường thấy trong nhận thức về các 
tiên đề là cho rằng các tiên đề số đi công nhận không 
chứng mình là vì chúng quá hiện nhiên khòng cần chứng 
minh hoặc chúng quá đơn giản nên khòng còn cái gì 
đơn giản hơn đề dựa vào đấy mà chứng minh. 

Trước hết hiền nhiên một cách trực giác không phải 
bao giờ cũng là tiêu chuẩn của chân lý; những hiều 
biết đo trực giác cung cấp chỉ mới cho ta biết cái bề 
ngoài của sự vật, nếu không có lý luận thì nhiều khi 
ta sẽ bị cái bề ngoài đánh lừa. Vị dụ trước Côpeecnic 
người ta cho rằng mặt trời xoay quanh quả đất vì 
người ta căn cứ vào diều mắt thấy hiền nhiên hàng 
ngày là mặt trời mọc, lặn. Sau nữa tiêu chuẩn hiền 
nhiên mang tính chất chủ quan: một sự việc có thể là 
hiền nhiên đối với người này, mà khòng hiển nhiên 
đối với người kia; đối với cùng một người thì một sự 
việc có thể bòm nay chưa hiền nhiên nhưng ngày mai 
đã trở thành hiên nhiên. Vậy thì làm thế nào mà có thê 
lấy chiền ñhiên » làm tiêu chuẩn cho chản lý được vị 
chân lý thị phải khách quan không phụ thuộc vào chủ 
quau của mỗi người. Lấy hiền nhiên làm tiêu chuẩn 
củo chân lý là sa vào lập trường duy tâm. 

Đứng về mặt toán hợc hiện đại mà nói thì còn gì là 
chiền nhiên » khi mà các khái niệm cơ bản và các tiên 
đề được hiêu hết sức trừu tượng, không gắn với một 
tập hợp đổi lượng cụ thê nhất định nào. Một tiên đề 
như tiên đề Lôbasepki thì hiền nhiên ở chỗ nào? Một 
tiên đề như tiên đề Căngto và một định lý như «mỗi 
đoạn thẳng có một trung điểm » thì bèn nào hiền nhiên 
hơn? Lơjăngđorơ đã chẳng phạm một sai lầm vi lấy 
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3rực giác hiền nhiên thay cho lý luận đó sao? Về tiêu 
chuẩn « đơn giản » cũng vậy. Đơn giản không phải bao 
giờ cũng là tiêu chuần của chân lý. Hình học Ơcelit rồ 
ràng là đơn giản hơn rất nhiều so với bình học Rioman 
nghĩa rộng nhưng, trong thuyết tương đối nghĩa rộng 
người ta lại không dùng hình học Ơclit vì nó không 
còn phản ánh được thực tế nữa; còn trong các ứng 
đụng thông thường ta dùng hình học Ơolit chủ yếu là 
vì nỏ còn phản ánh được thực tế chử không phải vì nó 
đơn giản. Áp dụng vào các tiên đề cũng vậy. Ta chọn 
mệnh đề nảy làm tiên đề mà không chọn mệnh đề khác 
-chủ yếu không phải vì mệnh đề thứ nhất đơn giản hơn 
mệnh đề thứ hai. 

Nếu ta lấy các tiêu chuần «hiền nhiên» và «đơn 
giản › đề chọn các tiên đề thi chưa chắc ta đã bảo đảm 
được yêu cầu căn bản là hệ tiên đề phi mâu thuẫn và 
ta có thể chọn hàng nghìn tiên đề mà chưa chắc hệ đã 
đầy đủ. Phi mâu thuẫn và đầy đủ có nghĩa là phản 
ánh được tương đối đúng và đầy đủ một thực tế nào 
đó, cho nên khi chọn các tiên đề thì tiêu chuẩn cần 
bảo đảm trước hết là tiêu chuẩn phi mâu thuẫn và sau 
đó hệ tiên đề phải đủ dùng cho việc nghiên cứu mô 
hình thực tế mà ta đặt mục đích nghiên cứu (tức là đầy 
đủ đổi với một mô hình chứ không nhất thiết đầy đủ 
với tất cả các mô hình). Trên cơ sở những tiên chuẩn 
đó được báo đảm rồi thì giữa nhiều mệnh đề tương 
đương, ta sẽ chọn làm tiên đề mệnh đề nào thuận tiện 
cho việc nghiên cứu về sau (ví dụ tuy có thề chọn mệnh 
đề: có một tam giác với một điện tích cho trước lớn 
tùy ý thay cho tiên đề V nhưng ta không chọn vì việc 
nghiên cứu sẽ gặp khó khăn hơn) và cuối cùng mới chú 
ý đến tiêu chuần hiển nhiên và đơn giản (nếu có thề 
được). 
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Liên quan tới vấn đề trên là vấn đề chứng minh 
hay không chứng mỉnh. Có phải vì các định lý thì phát 
biều những chân lý không hiền nhiên nên cần phải 
chứng minh không? Như ta đã nói ở trên, có những 
tiên đề kém hiền nhiên hơn một số định lý: nếu quan 
niệm như trên thì không thê giải thích được tại sao lại 
không chứng minh các tiên đề đó. Cần phải quan niệm 
rằng các tiên đề là những mệnh đề công nhận làm xuất 
phảt điềm cho suy diễn lôgic. Chứng SìÌNh một mệnh 
đề nào tức làm rồ dây liên hệ lôgic giữa mệnh đề đó 
và hệ tiên đề. Bởi vậy dù một chân lý có biền nhiên 
đến đâu, nhưng nếu nó không nằm trong các tiên đề 
thì ta vẫn phải chứng minh đề chứng tỏ rằng chân lỳ 
đỏ là một hệ quả lôgie của hệ tiên đề. Chính trên cơ sở 
đó mà ta biều tại sao phải chứng minh định lý AB := AB. 

Nói tôm lại khi chúng ta muốn nghiên cứu một thực 
tế khách quan nào (ví dụ các tính chất hình bọc của 
không gian vật lý) bằng phương pháp tiên đề tbì ta 
chọn một hệ tiên đề làm xuất phát điểm cho suy diễn 
lôgic. Việc lựa chọn hệ tiên đề trước hết phải làm sao. 
cho thực tế khách quan mà ta muốn nghiên cứu được 
hệ phản ánh đúng đắn và đầy đủ. Sau đó thi mới chủ 
ý làm sao cho việc nghiên cứu được thuận lợi và cuốš 
cùng mới chú ý đến tiêu chuần đơn giản và hiền nhiên. 
(được chừng nào hay chừng ấy). 


CẤU HỎI VẢ BÀI TẬP 
CHƯƠNG Ïï 
1) Nếu trả lời câu hỏi «điểm, đường thẳng, mặt phẳng 
định nghĩa như thế nào?» rằng đó là những khải niệm cơ bẩm 


không định nghĩa thì đã đúng chưa? 
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2) Nếu trả lời câu hồi: «chứng mình: qua ba điềm không 
tuẳng hàng bao giờ cũng có một mặt phẳng đuy nhất đi qua, 
như thế nào?» rằng đó là một tiên đề thì đã đúng chưa? 

3) Trong bai mệnh đề: «Hai đường thẳng Song song tạo với 
một cát tuyến hai góc so lo bằng nhau» và «hai đường thẳng 
mà tạo với một cát tuyển hai góc số le bằng nhau thì không 
có điềm chung», mệnh đề nào không phụ thuộc tiên đề Ơclit» 

4) Nếu có một loài sinh vật nào đỏ sống trên một mặt trụ. 
không có khả năng rời khối mặt trụ và cũng không có khả 
năng nhận thức về không gian ngoài mặt trụ thì đối với loài 
sinh vật đó hai mệnh đề sau đây đúng hay sai: 

— Qua hai điềm khác nhau chỉ có một đường thẳng đi qua. 

— Tổng số góc của một tam giảce bằng 180° (giả thiết rằng 
mặt trụ đó nằm trong một không gian ƠcliÐ). 

ð) Cho một điềm A ö ngoài một đường thẳng ứ rồi lý luận 
như sau: qua A có một đường thẳng đuy nhất A# vuÔng góc 
với AH; mà Ax không cắt a, nhữ vậy là chứng minh được tiên 
đê Œelit. Lý luận đó sai chỗ nào? 


CHƯƠNG I1 
Nhôm tiên đề I. 
0) Người ta quy trớc gọi: 
— Mỗi bộ ba số sau đây là một «điểm »: 
(0,0,0) (0,0,1) (0,10) (1,0,0) 
— Mỗi bộ hai phương trình sau đây là một « đường thẳng »: 
BE: (z=0 TEBSI (x=0 


z=0 lx=09 ly=0 Ìy+z_-t=eo 


Yy=0 | z—=0 
TIIN T. Xx+ryĐ=0 
— Mỗi phương trình sau đày là một «mặt phẳng»: 
X=0 yv=0 z=0 x+Y+z=I'=°0. 


— Một điềm (xe, yo; Za) «là thuộc» đường thẳng. 
f(x, y,z) —0 
gx,y,z)=0 


Nếu f (Xa, va; Zo) =0 Và Ø (Xo; Yo‹ Z2)=0. 

—Một (điềm » (xo, yọ; z2) là «thuộc» cmặt phẳng w 
h(x, y; 2)=0 nếu h(Œa, Ye; ZaÌ—=0. 

— Thử rằng đây là một mô hình của nhỏm I. 

7) Cho bốn số f,2, 3, 4 và quy ước gọi: 

— mỗi số đó là một « điềm ®, 

— mỗi cặp hai số đó là một « đường thẳng». 

— mỗi bộ ba số đó là một « mặt phẳng ». 

— một «điềm» A là «thuộc» một «đường thẳng » a (hay 
« mặt phẳng » #) nếu số ứng với A có mặt trong cặp hai sổ (hay 
bộ ba số) ứng với œ (hay ø). Thử rằng tất cÃ các tiên đề của 
nhóm ï đều nghiệm. 

8) Với nhóm I thì đã chứng minh được rằng trong không 
gian có bảy đường thẳng chưa? 

Nhóm tiên đề II. 

9) Trong mặt phẳng thông thường với „một hệ trục tọa đệ 
Đề - các vuông góc, người ta chỈ xét các điềm có tọa độ nguyên 
và gọi chúng là « điềm ». Một tập hợp những «điềm» đó thẳng 
hàng (theo nghĩa thông thường) gọi là một « đường thẳng ›, Các 
tương quan « thuộc» và «ở giữa » hiệu theo nghĩa thông thường. 
Xét xem những tiên đề nào trong hai nhóm I và II được nghiệm. 
Trong mò hinh này đường thẳng có chia một mặt phẳng ra 
lâm hai miền không ? 

10) Cũng bài trên nhưng vói các điềm «hữu tỷ». 

11) Người ta lấy một khối tảm mặt đều và mặt cầu ngoại 
tiếp rồi quy ước như sau: 

— Mỗi đỉnh của khối tám mặt gọi là một « điềm ». 

— Mỗi nửa vòng tròn lớn của mặt cầu chứa ba đỉnh của 
khối tám mặt !à một « đường thẳng ». 

— Cáo tương quan «thuộc » và «ở giữa» hiều theo nghĩa 
thông thường, 

Xet xem những tiên đề nào trong các nhóm I, TÍ được nghiện. 

Nhóm tiên đề I1, 

12) Nếu lấy lại bài tập số 10 thì phải thay điều kiện «hữu 
tỷ» bằng điều kiện gì 8S cho tiên đề JII, 1 được nghiệm với 
quy ước «toàn đẳng » là «bằng» theo nghĩa thông thường. 


166 


_13) Cho một lý thuyết với hai khái niêm cơ bản và hai tiên 
6 sau đây: 
— Khái niệm cơ bản: «đoạn thẳng» và « toàn đẳng » (đoạn 
thẳng này toàn đẳng với đoạn thẳng kia). 
— Tiên đề; 1) AB toàn đẳng với AB. 
2) AB không toàn đẳng với AT. 
Tìm một vài mô hình của hệ tiên đề trên. 
14) Muốn chứng mỉnh định lý 6, §19, có thề lý luận như sau 
được không: Cho một điềm M chạy tử Á đến B. Đoạn AM lớn 
đần từ O đến AĐ. Vậy ắt có một vị trí của M và chỉ một thôi 


B 
s2056HĐ:/AM =2) 
2 


Nhóm tiên đề IV, 

15) Trên một đường thẳng, nếu người ta chỉ lấy những điềm 
cỏ tọa độ là những bội số của 10”) thì tiên đồ Đơđơxin có 
nghiệm không? 

16) Cũng câu hỏi trên vời các điềm có tọa độ hữu tỷ. 

17) Tại sao không định nghĩa độ đài của một đoạn thẳng 
là tỷ số giữa đoạn đó và đoạn đơn vị? 

18) Tại sao trong lý thuyết về đo đoạn thẳng lại dùng số 
nhị phân mà không dùng số thập phân ? 

19) Chứng mình mệnh đề tương tự như mệnh đề Ácsimét 
đối với các góc. 

20) Hãy tạo nên một mô hình trong đó một đoạn thẳng nối 
một điểm ở trong một vòng tròn và một điềm ở ngoài vòng 
tròn mà không cắt vòng tròn ñó: 

21) Hãy tạo một mô hinh trong đó tiên đề Căngto không 
nghiệm nhưng vẫn chia được một đoạn thẳng ra n phần bằng 
nhau. 


Các mô hình của hình học ƠclHít. 

22) Với mô hình ở §30 thì định lý «tông các góc của một 
tam giác bằng 180?» của hình học Ơclit trừữu tượng sẽ cho ta 
định lý sau đây: ba vòng tròn có một điềm chung Ó thì tạo 
nên một tam giác cong (không có đỉnh nào ở OÖ) có tông các 
góc bằng 1807». Hãy đùng phương pháp trên đề tìm thêm 
những định lý mới về các vòng tròn đi qua O. 
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23) Hãy đùng mô hình Phêôđôrốp đề chứng minh rằng: với 
ba vòng tròn có tâm không thẳng hàng thì ba tâm vị tự thuận 
thẳng hàng và miột tâm vị tự thuận và hai lâm vị tự thuận 
nghịch cũng thẳng hàng. 


CHƯƠNG ÏlÏI 


24) Chứng minh rằng nếu một mệnh đề mà đúng trong hình 
học Ơclit nhưng sai trong hình học Lôbasepki thì tương đương 
với tiên đề V. Từ đó tìm ra một loạt mệnh đề tương đương 
với tiên đề V, 

25) Thế nào là độ cong của không gian Lòbasepki ? 

26) Thế nào là đơn vị đài tự nhiên ? 

27) Nếu trong khi xét độ đài đoạn thẳng trong mô hình 
Poängocarê ta không dùng lôgarit nêpe mà đùng lôgarít thập 
phân thì các công thức lượng giác Lòbasepki sẽ thay đồi như 
thế nào? 

28) Chứng minh rằng nếu hai trung trực của một tam giác 
mà song song với nhau về một phía nào đó thì trung trực thứ 
ba cũng song song với chúng về phía đó, và nếu hai trung 
trực. phân kỳ thì trung trực thứ ba sẽ ứng với chúng nhận chung 
một đường vuông góc. 

29) Dùng mô hình Poăngcarê đồ nghiên cứu các đường tương 
giao của các mặt: phẳng, cách đều, cầu, cực hạn, với nhau. 

30) Từ công thức về điện tích của một tam giác vuông góc 
ởÀA; 


s—R? l‡-@+o] 


Suy ra công thức S= Hy b.e vẻ điện tích tam giác Yuông trong 


“ 


` 


5 
hình học Ơclit (tính sin Tế rồi cho H trở nên vô tận), 


31) Tính chu vi và điện tích hình tròn Lôbasepki bằng hai 
cách : 

— Cho nội tiếp một đa giác đều. 

— Dùng vi phân cung và vi phân diện tích (trả lời: chu vi 
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40) Người ta lấy hai điểm đối cực A, B trên đáy của một 
đường cách đều (vòng tròn). Chứng mỉnh rằng đường cách 
đều đó là quỹ tích của những điềm M sao cho cosẺ 
M M ˆ 
Đ N + guyế cá không đöổi (Nguyễn cảnh Toàn). Quan hệ 

l 
với bài toán số 33 như thế nào ? 
41) Phát biều định lý đối ngẫu của định lý trên. 


CHƯƠAYG V 


49) Muốn nghiên cứu Về một hình học trừu tượng nào đó 
cỏ phải bao giờ cũng đùng được một mô hình cụ thê của 
nó không? 

48) Chứng minh rằng tiên đề Pát Hyt độc lập đối với các 
tiên đề của nhóm ï và các tiên đề I,{, II,3, HI;3. 
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PHỤ LỤC 


LÝ THUYỂT VỀ DIỆN TÍCH 
TRONG HỈNH HỌC ƠCLIT 


Khác với lý thuyết đo đoạn thẳng là một lý thuyết của 
hình họo tuyệt đối, lý thuyết diện tích phụ thuộc vào 
tiên đề về đường song song. Sau đây ta sẽ chỉ trình 
bày lý thuyết điện tích trong hình học Ớclit vì nó phục 
vụ cho việc giẳng dạy ở phô thông. Độc giả nào muốn 
biết lý thuyết diện tích trong hình học Lôbasepki thì 
có thê xem quyền Hình học cao cấp của Ñ. V. Ephimôp 
đã dịch ra tiếng Việt (Nhà xuất bản Giáo dục, 1961). 

Theo quan điềm cơ sở hình học thì lý thuyết diện 
tích trình bày cho các học sinh phố thông có hai thiếu 
sót (vì trình độ của học sinh không cho phép trình bày 
chính xác): 

1) Diện tích là gì thì không được định nghĩa, coi 
như mọi người đã nhờ trực giác mà nhận thức được 
rö rệt. Thực ra thì có rõ rệt khòng? Không kề đến 
những trường hợp cá biệt của những học sinh đề ra 
những thắc mắc như mét vuông bằng bao nhiêu mét 
thường (điều đó chứng tổ các em chả biểu điện tích là 
cái gì), thì nói chung học sinh chỉ hiểu một cách đại 
khái rằng diện tích của một hình là số đo độ rộng của 
hình đó. Nhưng trong thực tế thì độ rộng được hiểu 
nhiều cách khác nhau tùy theo mục đích từng lúc của 
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chúng ta: Ví dụ khi sắp xếp một số bàn trong một 
phòng, ta thường bàn nhau: kê như thế này thì rộng, 
kê như thế này thì chải tuy rằng điện tích của phòng 
và tông các điện tích của các mặt bàn thì vẫn thế. Vậy 
«rộng » ở đây khác với « rộng » trong khái niệm « điện 
tieh». Hay như trong một phòng có một tấm liếp chắn 
ngang thì ta nói: phá tấm liếp đi cho nó rộng tuy rằng 
điện tích của phòng vẫn như trước; boặc như hai 
miếng đất đề lắm nhà cùng điện tích, nhưng một bên 
hình chữ nhật, một bên hình tam giác thì ta nói rằng 
miếng hình chữ nhật mà làm nhà thì rộng hơn. Các vi 
dụ trên đây chứng tỏ rằng khải niệm «rộng » trong 
thực tế rất mơ hồ. Vậy « rộng » trong khái niệm « diện 
tích» là «rộng » như thế nào? 

2) Mặc nhiên công nhận rằng bình nào cũng có diện 
tích (coi như tiên đề tny kbông nói ra). Sự công nhận 
đỏ là căn cứ vào trực giác. Nhưng trực giác ở đây đã 
lâm vì toán học đã chúng minh rằng có những hình 
giới hạn bởi một đường cong liên tục, khép kín và 
không có điềm trùng, mà không có điện tích (trực giác 
ở đày đã lầm giống như khi cho rằng mọi đường cong 
liên tực đều có tiếp tuyến). 

Lý thuyết điện tích trình bày cho học sinh phố tbông 
quy lại chỉ là vấn đề tính diện tích của một số hình 
quen biết. Đối với học sinh thì như vậy cũng được: 
nhưng đối với ông thầy dạy vấn đề đỏ cho học sinh 
thì cần hiểu thật chính xác vấn đề. 

Sau đây ta chỉ sẽ trình bày lý thuyết diện tích các đa 
giác đơn giản. Định nghĩa của các đa giác đơn giản 
như Sau: 

— Một tập hợp hữu hạn những đoạn thẳng AB, BC, 
CD,.., KL trong đó đầu mút sau của đoạn trước là đầu 
mút trước của đoạn đi liền sau, gọi là một đường gấp 
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khúc ; mỗi đoạn nói trên gọi là một đốt của đường gấp 
khúc; bai điềm A và L gọi là hai đầu múi của đường 
gấp khúc. 

— Một đường gấp khúc có hai đầu múi trùng nhau 
gọi là một đa giác ; các đốt của đường gấp khúc lúc đỏ 
gọi là các cạnh của đa giác và các đầu mút của các 
cạnh gọi là các đỉnh của đa giác. 

— Nếu tất cả các đỉnh của một đa giác đều nằm trong 
một mặt phẳng thì đa giác đó gọi là đa giác phẳng. 
Một đa giác phẳng sẽ gọi là đơn giản nếu: 

a) Không có hai đỉnh nào của nó trùng nhau. 

b) Không cỏ đỉnh nào năm trên một cạnh. 

e) Không có hai cạnh không kề nhau nào cắt nhan, 
Ba đa giác ở hình a đều không đơn giản. 


8 : p ñ 


ki 


lHnh a 


Đề chuẩn bị định nghĩa diện tích thì trước hết ta hãy 
định nghĩa tồng của hai đa giác. 

Định nghĩa 1: Cho một đa giác x P và một đường 
gấp khúc có hai đầu mút trên đa giác còn tất cả các 
điểm khác thì nằm trong xx đa giác và không có điểm 
* Từ đây về sau đều hiễu là đa giác đơn giản. 

*% Đáng lẽ còn phải định nghĩa thế nào là nằm trong nhưng 
ta bổ qua đề tránh rườm rà. 
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nào là điềm trùng. Đa giác Ð và đường gấp khúc đỏ 
tạo nên hai đa giác D¡ và Dạ, Như thế thị ta nói rằng 
đa giác P (nói đúng: hơn: phần mặt phẳng giới hạn bởi 
đa giác) là tông của bai đa giác Dạ và Dạ (nỏi đúng 
hơn: các phần mặt phẳng giới hạn bởi các đa giác đó) 
xà viết: ÐD = + Đạ, 

Định nghĩa 9: Giả sử trong mặt phẳng Ơclit, ta tìm 
được một hàm f (P) của các đa giác P thôa mẫn sác 
điền kiện sau đây : 

1) Hàm số lấy giả trị đương vời bất cử đa giác nào. 

2) Nếu hai đa giác mà toàn đẳng với nhau thì các 
giá trị tương ứng của hảm số bằng nhau, 

3) Nếu } = P.,+Ðạ thì f (P) = f(Pị) + ƒ(Đ;). 

4) Ứng với hình vuông có cạnh bằng đơn vị dài thì 
giá trị của hàm số bằng 1. 

Thế thì giá trị của hàm số đó ửng với đa giác nào 
gọi là diện tích của đa giác ấy. linh vuông có cạnh 
bằng đơn vị dài gọi là đơn 0Ÿ diện tích. 

Cũng như trong lý thuyết đo đoạn thẳng, trước hết 
ta chứng minh sự duy nhất rồi san đỏ mới chứng mình 
sự tồn tại của hàm nói trên. 

Tính duy nhất của hàm số sẽ được diễn tả ra bằng 
hai định lý sau đây : 

Định lý 1: Nếu có một hàm f (Ù) thỏa mãn các 
điều kiện của định nghĩa 2 thì; 

a) Giá trị của hàm đó đối với một hình chữ nhật 
phải bằng đáy (đúng hơn: độ dài đáy) nhàn với bề 
cao (tức là độ dài đường cao). 

b) Giá trị của hàm đó đối với một tam giác phải 
bằng nủa tích của một cạnh với bề eao tương ứng. 

Chứng minh định lý này thì giống y như ở trong cấo 
sách giáo khoa phồ thông: trước hết ta xét một hình 


171 


chữ nhật có đáy và bề cao nguyên, ví dụ đảy bằng ?ím 
và bề cao bằng n. Ta chia được bình chữ nhật ra 
thành mãn hình vuông. Áp dụng hai điều kiện 4) và 2) 
ta thấy rằng giá trị của hàm ứng với mỗi hình vuông 
đó là 1 rồi áp dụng điều kiện 3) thì sẽ thấy giá trị của 
tàm ứng với hình chữ nhật đã cho là mn. Sau đó ta 
chuyền qua trường hợp đáy và bề cao là hữu tỷ rồi 
dùng các tiên đề về liên tục để chuyển qua trường 
hợp đáy và bề cao là những số thực bất kỳ. Xong ta 
xét đến tam giác vuông (coi như một nửa hình chữ 
nhật), rồi tam giác thường (coi như tông hai tam giác 
Vuônÿ). 

Đề xét giá trị của hàm số ứng với một đa giác P thì 
ta có thê chia đa giác P thành nhiều tam giác rồi áp 
dụng điều kiện 3). Nhưng ở đây có vấn đề đặt ra: có 
vỏ sö cách chia một đa giác P ra thành tam giác; liệu 
các cách chia đó có cho một kết quả duy nhất không? 

Câu trả lời nằm trong định lý sau đày : 

Định lý 2: Nếu có một hàm f(P) thôa mãn tất cả 
các điều kiện của định nghĩa 2 thì đù chia một đa 
giác P ra thành tam giác bất cứ theo cách nào thì ta 
cũng sẽ có một kết quả duy nhất khi ta cộng các giá 
trị của hàm số ứửng với các tam g:ác thành phần. 

CHỨNG MINH: Chứng mình chia làm mấy phần: 

a) Nếu ta chia một tam giáo ra hai tam giác bằng 
một đường thẳng xuất phát từ một đỉnh thì tông các 
diện tích* của hai tam giác này bằng điện tích tam 
giác đã cho. 


%* "túc là giá trị của hàm f(P)—mà ta giả thiết là eó — ứng 
Yới tam giác, 


| 
Theo định lỷ 1, nó bằng — bh 
2 


Chứng mình rất dễ. Đọc giả tự chứng minh lấy. 
b) Nếu ta chia một lam giác ra thành nhiều tam 
khác có các đỉnh nằm trên các cạnh của tam giác 
đä cho hoặc trùng với các đỉnh của tam giác đã cho 
thì tông các điện tích của các tam giác này bằng điện 
tích của tam giác đã cho. 

Ta đưa được đễ dàng trường hợp này về trường hợp 
trên. Độc giả có thê thấy trên hình b, 

e) Nếu ta chia một tam giác ABC ra thành những 
tam giác nhỏ thì dù cách chia như thế nào tồng các 
diện tích của các tam giác nhỏ cũng bằng diện tích 
tam giác ABC. . 


A 


Hình b Hình c 


Ta xét những đỉnh của các tam giác còn nằm trong 
tam giác ABC. Ta nối một đỉnh nào đó của tam giác 
ABC, vi dụ A với các đỉnh vừa nói của các tam giác 
con (h.c). Làm nhứ vậy fa sẽ chia tam giác ABC ra 
thành những lam giác nhổ Tạ; trong số các tam giác 
con T¡ cũng có những tam giác bị chia thành những 
tam giác nhỏ hơn và những tứ giác; ta sẽ chia mỗi tứ 
giác này thành hai tam giác bằng một đường chéo 


1:6 


(về lắm tấm trên h. đ), Một tam giác con như thế được 
chia thành những tam giác con nhỏ hơn T;; theo cách 


b) nên: 
f(T)) = Sf (T,) _ 
3 


Nếu một tam giác 
con Tị mà không bị chia 
nhỏ ra thi ta cïng coi 
nó như bị chia tbành 
một tam giác con Tự 
(trong trường hợp này 8 C 
Tụ chính là Tụ). Bốt Hình d 
cuộc mỗi tam giác nhỏ 
Tự được chia thành những lam giác Tị; theo cách 
b nhưng được đánh số một cách khác nên sẽ ký hiệu 
là Tạp. Áp dung kết quả ở phần b) vào các tam giáo 
nhỏ rồi lại áp dụng kết quả đó vào tam giác ABC (coi 
như chia thành các tam giác nhỏ theo cách b) ta 
được: 


A 
r(ABO = šf Œạ)=3[3fTao]=>[f(i)]= #fŒ) 


`.“ 


(vì tập hợp các Tạp chung 








quy cũng chỉ là tập hợp các 
Tị, nhưng đánh số một 
cách khác) 

d) Nếu một đa giác Ð được chia ra thành những tam 
giác thì dù cách chia như thế nào ta cũng có một kết 
quả duy nhất khi cộng điện tích các tam giác lại. 

Giả sử ta chia Pra thành những tam giác theo hai cách 
khác nhan Ối và C¿. Cách chia C¡ chia P ra những tam 
giác T; và cách chia Cạ chía P ra thành những tam giác 
Tạ. Ta lấy tất cả các đoạn thẳng đã đùng trong cả hai 
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cách chỉa. Như thế thị P sẽ bị chia ra thành những tam 
giác, tứ giác, ngũ giác và lục giác (vì lấy một tam giác 
T; và một tam giác Tự thì chúng 
có thể tạo nên một lục giác như 
ở hình e). Ta sẽ dùng những 
đường cbẻo đề chỉa các tứ giác, 
nøñ giác, lục giác ra thành tam 
giác. Làm xong như vậy thì ta 
Hình e cỏ một cách C¿ chia P ra thành 
những tam giác nhỏ hơn Tị, 
Mỗi tam giác Tìị; là tồng của một số tam giác nhỏ hơn 
Tụ; mỗi tam giác Tự cũng là tông của một số tam giác 
nhỏ hơn Tạp. Ta có: 
šf(T) =š[Sf (T)]=[Sf(T,p)]E Sf(T,) 
ỉ ¡ J #œ B % 


J}—ÐÕ— Tre 
(vi tập hợp tất cả T¡; cũng 
là tập hợp tất cÂ các Tạp) 
Vậy, nếu có hàm f thì giá trị của nó ứng với đa giác 
P phải là kết quả duy nhất vừa tìm ra. 
Bây gi ta chứng minh sự tồn tại của hàm số thỏa 
mãn bốn điều kiện của định nghĩa 2. 
Ta bãy lấy hàm số f (P) xác định như san: 
— Nếu P là một tam giác có một cạnh b và chiều cao 


tương ứng ñ thì f (P)= + bh. 


— Nếu P là một đa giác thì chia P ra thành tam giác 
rồi lấy tổng các giá trị của hàm số ứng với các tam 
giác đó làm giá trị f (P). 

Vấn đề là chứng minh rằng hàm số đó thỏa mần bốn 
điều kiện của định nghĩa 2. 

Trước hết rồ ràng điền kiện 1) được thõa mẫn. 

Điều kiện 4) cũng thỏa mẫn vì nếu ta dùng một đường 
chẻo đề chỉa hình vuông đơn vị ra hai tam giác 
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thì ta thấy ngay rằng giá trị của hàm ứng với hình 
vuông đỏ là : 
cà 
2 

Điều kiện 2) cũng thỏa mãn vì hai đa giác mà loàn 
đẳng với nhau thì có thể chia ra thành những tam giác 
toàn đẳng với nhau đôi một. 

Điều kiện 3) cững thỗa mãn vì nếu đa giác P là tông 
của hai đa giác P¡ và D; thì chỉ việc đem chia Pị ra 
thành những tam giác T,, và Pạ thành những tam giác 
Tạw thì ta có: 

f (P) ~ » f (Thụ) + An (1;z) 
! 


f(P) = >f (Tụ) 
f(P;) = 5 { (Tạu) 
g 


1 
.1+—1.1=I1 
1 MT 


ta có f(Ð) =—f()+f(P,) 

Tóm lại, ta có một hàm số duy nhất thỏa mẩn cả bốn 
điều kiện của định nghĩa 2, nói cách khác khi đã chọn 
xong đơn vị dài (do đó đơn vị diện tích cũng xác định) 
thì mỗi đa giác có một diện tích duy nhất, 


Viết tong ngày 14-2-1969 
NGUYỄNR CẢNH TOÀN 
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Ngoài ra trong cuốn sách này do điều kiện ấn loát nên 
nhiều chữ ¡ ở số mĩũi Vậy khi đọc đến đó bạn đọc hết sức lưu 
ở phân biệt các chữ ” (là chữ ?) và số ` (là số một). 

Lỗi xuất bản 2, lỗi nhà ¡n 5. 


